Einfiihrung in das mathematische
Beweisen



Inhaltsverzeichnis

1  Umgangssprachliche Logik|
1.1 Aussagen und Aussageverkniipfungen| . . . . . . . . .. ... ... ..
1.2 Aussageformen und Quantoren|. . . . . . . . . ... ... ... ....

[2.2  Beweise durch Kontraposition| . . . . . . ... ... ... ... ....
[2.3  Widerspruchsbeweise| . . . . . . . . . ... oL

[2.4.1 Induktive Mengendefinitionen| . . . . . . . . . ... ... ...
2.4.2 Induktion iiber die natiirlichen Zahlen| . . . . . ... ... ..

[3 Losungen zu den Aufgaben|

15
16
19
21
22
22
25
30

36



1 Umgangssprachliche Logik

Anders als in anderen Wissenschaften, wird eine Aussage in der Mathematik erst
dann als wahr akzeptiert, wenn man einen fiir alle Beteiligten nachvollziehbaren Be-
weis fiir diese Aussage gefunden hat. Unter einem ,,mathematischen Beweis* versteht
man im Wesentlichen eine logisch fehlerfreie Herleitung einer Aussage aus bestimm-
ten als wahr vorausgesetzten Grundannahmen (sogenannten Aziomen) oder anderen
bereits bewiesenen Aussagen. Um diese sehr grobe Annédherung an den Begriff des
mathematischen Beweises ein wenig zu prézisieren, wollen wir uns in diesem Kapitel
zunéchst mit ein paar logischen Grundbegriffen beschéftigen.

Dabei ist es von grofler Bedeutung, zwischen zwei verschiedenen Arten von ,,Logik®
zu unterscheiden. Wahrend man in der sogenannten formalen Logik zunéchst eine
formale Sprache definiert und fiir diese Sprache anschliefend einen formalen Kalkiil,
also ein préazise bestimmtes System von logischen Schlussregeln und Axiomen kon-
struiert, werden mathematische Beweise in der Regel umgangssprachlich formuliert,
weshalb man in diesem Zusammenhang auch von umgangssprachlicher oder infor-
meller Logik spricht. Zu wissen, welche Schliisse in einem umgangssprachlichen oder
informellen Beweis erlaubt sind und welche Aussagen dabei als ,;selbstverstandlich”
vorausgesetzt werden diirfen, ist normalerweise einfach eine Frage der Ubung.

Umgangssprachliche und formale Logik stehen in einer sehr engen Beziehung zu-
einander: Zum einen lassen sich viele umgangssprachliche Beweise in formale Bewei-
se umwandeln, also in einem entsprechenden formalen System nachvollziehen und
so auf ihre Richtigkeit hin iiberpriifen; zum anderen kénnen umgangssprachliche
Beweistechniken auch dazu verwendet werden, formale logische Systeme aus einer
»,Metaperspektive“ heraus zu untersuchen und so wiederum Aussagen tiber diese Sys-
teme zu beweisen (dies ist im Wesentlichen Inhalt der Vorlesung Logiksysteme). Um
in diesem Fall den Unterschied zwischen dem gerade untersuchten logischen System
(bzw. der zugehorigen formalen Sprache) und der bei der Untersuchung verwendeten
umgangssprachlichen Logik zu kennzeichnen, bezeichnet man die untersuchte Spra-
che auch als Objektsprache und die Sprache, mit der die Objektsprache untersucht
wird, als Metasprache. Entsprechend unterscheidet man zwischen objektsprachlicher
Logik und metasprachlicher Logik.

Bevor wir uns in Kapitel [2| mit den wichtigsten Techniken und Strategien um-
gangssprachlicher bzw. metasprachlicher Beweise vertraut machen kénnen, miissen
wir uns zundchst mit Aussagen und Aussageverkniipfungen (Abschnitt sowie
mit Aussageformen und Quantoren (Abschnitt auseinandersetzen.

1.1 Aussagen und Aussageverkniipfungen

Unter einer ,Aussage* versteht man in der Mathematik einen Satz, der entweder
wahr oder falsch ist (aber niemals beides zugleich). Mathematische Aussagen unter-
scheiden sich im Wesentlichen dadurch von anderen Aussagen, dass sie von mathe-



matischen Objekten wie Zahlen, Mengen, Relationen oder Funktionen handeln. Ein
typisches Beispiel fiir eine mathematische Aussage ist etwa der Satz ,v/2 ist eine
rationale Zahl“ oder , Fiir alle geraden natiirlichen Zahlen n und m ist die Summe
n + m eine gerade Zahl“. Wie sich zeigen lisst, ist der Satz ,/2 ist eine rationale
Zahl* eine falsche und der Satz ,Fiir alle geraden natiirlichen Zahlen n und m ist
die Summe n + m eine gerade Zahl“ eine wahre Aussage.

Obwohl es sich bei mathematischen Beweisen um informelle Beweise handelt und
die einzelnen Beweisschritte normalerweise nur umgangssprachlich formuliert wer-
den, ist es von grofler Bedeutung, alle wichtigen Begriffe prézise zu definieren und so
potenzielle Missverstdndnisse und Zweideutigkeiten von vornherein auszuschlielen.
Dariiber hinaus gibt es in der Mathematik viele ,standardisierte” Formulierungen,
die mit einer genau festgelegten Bedeutung versehen sind. Hierzu gehoren vor allem
diejenigen Ausdriicke, die man verwendet, um einzelne Aussagen miteinander zu
verkniipfen und so neue, komplexe Aussagen zu bilden.

Betrachten wir zur Veranschaulichung die beiden Aussagen ,,7 ist eine Primzahl®
und ,,3 > 7“. Offensichtlich handelt es sich bei der ersten Aussage um eine wahre
und bei der zweiten um eine falsche Aussage. Mit Hilfe unterschiedlicher Aussage-
verkniipfungen koénnen diese Aussagen zu neuen Aussagen zusammengesetzt wer-
den, deren Wahrheitswert sich aus dem Wahrheitswert der enthaltenen Teilaussagen
ergibt. Beispielsweise konnten wir die genannten Aussagen durch das Wort ,und®
miteinander verbinden und so die neue Aussage

7 ist eine Primzahl und 3 > 7¢

bilden, die man auch als die (logische) Konjunktion der beiden Aussagen ,,7 ist eine
Primzahl® und ,3 > 7 bezeichnet. Die Konjunktion ,,7 ist eine Primzahl und 3 > 7
ist genau dann wahr, wenn sowohl ,,7 ist eine Primzahl“ als auch ,,3 > 7“ eine wahre
Aussage ist (da letzteres nicht der Fall ist, ist die Konjunktion ,,7 ist eine Primzahl
und 3 > 7“ also falsch).

Weil der Wahrheitswert einer Konjunktion nur vom Wahrheitswert der enthalte-
nen Teilaussagen, nicht aber von deren Inhalt abhéngt, konnen wir auf die Betrach-
tung konkreter Aussagen verzichten und stattdessen einfach die Platzhalterbuchsta-
ben P und ) verwenden, die im Folgenden fiir beliebige Aussagen stehen sollen.
Ferner konnen wir anstelle des Wortes ,,und“ auch das kiirzere und iibersichtlichere
Symbol & verwenden. Die Bedeutung der logischen Konjunktion P & @ léasst sich
dann prézise in Form einer sogenannten Wahrheitstafel angeben. Dabei tragen wir
zunéchst die verschiedenen moglichen Wahrheitswertkombinationen fiir die Teilaus-
sagen P und () untereinander in eine Tabelle und geben dann in der Spalte rechts
daneben an, ob die Konjunktion P & @ fiir die jeweilige Kombination wahr oder
falsch ist. Schreiben wir ,WW* fiir ,wahr* und ,F* fiir ,falsch”, so erhalten wir fiir
P & @ die folgende Wahrheitstafel:

P&Q
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Neben der logischen Konjunktion existieren verschiedene andere wichtige Aussa-
geverbindungen, die in der Mathematik eine genau festgelegte Bedeutung besitzen.
Wir geben einen kurzen Uberblick:

e Die (logische) Disjunktion ,, P oder Q“ soll im Folgenden mit ,, P || Q* abgekiirzt
werden und ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen P und
@ wahr ist. Die Wahrheitstafel der Disjunktion hat also die Form

PllQ
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e Die (logische) Implikation ,Wenn P, dann Q“ wird oft in der Form ,P = Q“
geschrieben und ist genau dann wahr, wenn P falsch oder () wahr ist. Die
Wahrheitstafel der Implikation hat also die Gestalt

P|lQ|P=Q
W W w
W | F F
Flw 44
F | F w

e Die (logische) Aquivalenz ,P genau dann, wenn Q“ wird auch in der Form
,P < Q) aufgeschrieben und ist genau dann wahr, wenn P und () densel-
ben Wahrheitswert besitzen. Die logische Aquivalenz besitzt also die folgende

Wahrheitstafel:
Pl Q| PsQ
W W w
W | F F
F W F
F | F w

e Die (logische) Negation ,Nicht-P* oder kurz ,,~P* ist genau dann wahr, wenn
P falsch ist. Wir erhalten fiir die Negation also die folgende Wahrheitstafel:

P | ~P
w il F
F W

Durch die Kombination und Verschachtelung dieser Aussageverkniipfungen kon-
nen wir aus einfachen Aussagen beliebig komplexe Aussagen zusammensetzen, deren
Wahrheitswert sich dann mit Hilfe von Wahrheitstafeln aus dem Wahrheitswert der

enthaltenen Teilaussagen ermitteln ldsst. Betrachten wir als Beispiel die Aussage
(P = Q) & P) = @Q“ Um den Wahrheitswertverlauf dieser Aussage zu ermitteln,



konnen wir zunéchst die verschiedenen méoglichen Wahrheitswertkombinationen fiir
P und @ in eine Tabelle schreiben und anschliefend Wahrheitstafeln fiir alle ent-
haltenen Teilaussagen aufstellen. Dabei kann man sich Schritt fiir Schritt von den
weniger komplexen Teilaussagen zu den stiarker verschachtelten Teilaussagen vor-
arbeiten, bis man schliefilich den Wahrheitswertverlauf fiir die Gesamtaussage er-
mittelt hat. Schreiben wir die Ergebnisse der einzelnen Teilschritte von links nach
rechts in verschiedene Spalten einer einzigen Tabelle, so erhalten wir die folgende
grofle Wahrheitstafel:

P|lQ|P=Q|(P=2Q&P|(P=Q)&P)=CQ
W W w w w
W | F F F w
F W 14 F 14
F | F w F w

Wie sich aus der letzten Spalte der Wahrheitstafel ablesen lisst, ist die Aussage
(P = Q) & P) = Q“ fur alle Wahrheitswertkombinationen der Teilaussagen P
und ) wahr. Eine solche Aussage wird auch als Tautologie bezeichnet.

Definition 1.1.1 (Tautologie). Eine Tautologie ist eine Aussage, die immer wahr
ist, fiir die in jeder Zeile der zugehorigen Wahrheitstafel also der Wert ,,JW* steht.

Neben Aussagen, die immer wahr sind, gibt es auch Aussagen, die immer falsch
sind. Solche Aussagen bezeichnet man als Kontradiktionen.

Definition 1.1.2 (Kontradiktion). Eine Kontradiktion ist eine Aussage, die stets
falsch ist, fiir die in jeder Zeile der zugehorigen Wahrheitstafel also der Wert , F'“
steht.

Zwischen Tautologien und Kontradiktionen besteht ein enger Zusammenhang,
denn offensichtlich ist die Negation einer Tautologie immer eine Kontradiktion und
die Negation einer Kontradikation immer eine Tautologie. Die folgende Liste enthélt
einige sehr bekannte und wichtige Tautologien.

Satz 1.1.3 (Beispiele fiir Tautologien). Bei den folgenden Aussagen handelt es sich
um Tautologien:

(1) P= (P Q)

2) (P&Q)=P

(P=Q)&P)=Q

(P=Q)&~Q)=~P

(P= Q)& (~Q=~P)

(P=Q) & (~P| Q)

(P= Q)& ~(P&~Q)

E(PéQ)&(QéR))é(P;‘R)

(
(
(
(
(
E
9) (PeQ)e (P=Q)&(Q=P))

)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

Der Beweis von Satz ist eine gute Ubung, um sich weiter mit der Methode
der Wahrheitstafeln vertraut zu machen (nach Definition einer Tautologie geniigt
es, Wahrheitstafeln fiir die Aussagen (1)—(9) aufzustellen und sich zu vergewissern,
dass diese Aussagen tatséchlich in jeder Zeile den Wahrheitswert ,,JW* besitzen).



Will man eine mathematische Aussage beweisen, so ist es oft einfacher, eine andere
Aussage zu beweisen, die ,dieselbe Bedeutung“ hat wie die urspriingliche Aussage,
die also in jeder Zeile der zugehorigen Wahrheitstafel denselben Wahrheitswert be-
sitzt. Aussagen, die denselben Wahrheitswertverlauf besitzen, werden als (logisch)
dquivalent bezeichnet.

Definition 1.1.4 (Aquivalenz von Aussagen). Zwei (beliebig komplexe) Aussagen
P und @ heiflen logisch dquivalent, falls P < () eine Tautologie ist. Sind P und @
dquivalent, so schreiben wir auch P = Q).

Es folgt unmittelbar aus der Definition der Aussageverkniipfung <, dass zwei
Aussagen P und () genau dann dquivalent sind, wenn sie in jeder Zeile der zugehori-
gen Wahrheitstafel denselben Wahrheitswert besitzen. Wie sich leicht mit Hilfe der
Wahrheitstafelmethode iiberpriifen lisst, gelten zum Beispiel die folgenden Aquiva-
lenzen:

Satz 1.1.5 (Wichtige Aquivalenzen).
(1) Doppelnegationsgesetz:

~~P =P
(2) Kontraposition:
(P=Q)=(~Q=~P)
(3) Weitere Aquivalenzen fiir die Implikation:

(P=Q)=(~P|Q)
(P= Q) =~(P&~Q)

(4) Kommutativitét:

(P&Q)=(Q&P)
(Pl@) =@l P)

(5) Assoziativitét:

(P& (Q&R)=((P&Q)&R)
(Pl R)=(PIQ)IR)

(6) De Morgansche Regeln:

~(P & Q)= (~P [ ~Q)
~(P]| Q) = (~P & ~Q)



Aufgaben

1.1.1 Analysieren Sie die logische Form der folgenden Aussagen mit Hilfe der in die-

sem Abschnitt besprochenen Aussageverkniipfungen. Bestimmen Sie dariiber hinaus

den Wahrheitswert der Aussagen.

a) ,,3 ist ein gemeinsamer Teiler von 6, 9 und 10.¢

b) ,Wenn 15 ein Teiler von 45 ist, dann ist auch jeder positive Teiler von 15 ein
Teiler von 45.“

¢) ,Mindestens eine der Zahlen 4, 5 und 6 ist durch 3 teilbar.*

d) ,,Sowohl 2 als auch —2 ist eine Losung der Gleichung z? = 4.

e) ,Wenn die Zahl 1 zwischen den Zahlen 2 und 5 liegt, dann liegt der Nachfolger
von 1 zwischen dem Nachfolger von 2 und dem Nachfolger von 5.“

1.1.2 Wir wollen eine Aussage P als kontingent bezeichnen, wenn P weder eine
Tautologie noch eine Kontradiktion ist. Benutzen Sie Wahrheitstafeln, um zu be-
stimmen, welche der folgenden Aussagen Tautologien, welche Kontradiktionen und
welche kontingent sind:
a) (P Q)& (~P | ~Q)

) (PIQ) [ (~P [ ~Q)

) (P Q)& (~P & ~Q)

) (P&(@QI~R) [ (~P | R)

1.1.3 Zeigen Sie mit Hilfe der Wahrheitstafelmethode die folgenden Aquivalenzen:

a) (P& P) = P

b) (P P)=

c) (P& (Q R)) =((P&Q) || (P&R))
d) (P | (Q & R)) = ((P | Q) & (P || R))
e) P& (P Q)=

f) PII(P&Q)=

1.1.4 Wir betrachten eine neue Aussageverkniipfung |, die durch die folgende Wahr-
heitstafel gegeben ist:

Pl1QIPIQ
WIiw]| F
WI|F| F
F|W| F
F|F| W

a) Welcher umgangssprachliche Ausdruck entspricht der Verkniipfung |7

b) Finden Sie eine Aussage, die zu P | ) dquivalent ist und nur die Verkniipfungs-
zeichen ~ und || enthilt.

c) Finden Sie eine zu P | () dquivalente Aussage, die nur die Verkniipfungszeichen
~ und & enthélt.

d) Finden Sie Aussagen, die nur das Verkniipfungszeichen | enthalten und zu ~P,
P& Q, P || Q bzw. P = @ &quivalent sind.



1.1.5 Wir betrachten eine neue zweistellige Aussagenverkniipfung P 1 ) mit der

umgangssprachlichen Bedeutung ,, P und @ sind nicht beide wahr.

a) Erstellen Sie eine Wahrheitstafel fiir 7.

b) Finden Sie eine Aussage, die nur die Verkniipfungszeichen ~ und & enthélt und
logisch dquivalent zu P 1 () ist.

c) Finden Sie eine zu P 1 @) dquivalente Aussage, die nur die Verkniipfungszeichen
~ und || enthlt.

d) Finden Sie Aussagen, die nur das Verkniipfungszeichen 1 enthalten und zu ~P,
P& Q, P| Qbzw. P = @ dquivalent sind.

1.1.6

a) Zeigen Sie: Ist P eine Tautologie, dann gilt (P & Q) = Q und (P || Q) = P.

b) Benutzen Sie Aufgabenteil a), um zu zeigen, dass es unendlich viele Tautologien
gibt.

c) Folgern Sie, dass es unendlich viele Kontradiktionen gibt.

1.1.7 Finden Sie Aussagen, die neben den Platzhalterbuchstaben P und @) nur die
Verkniipfungen &, || und ~ enthalten und die folgenden Wahrheitstafeln besitzen:

a)

PlqQ|mm
WIwW | W
W F|W
Flw| F
F|F|W

b)
PlqQ|
W W | F
Wl F|W
F W/ W
F|F|W

c)
Pl Q|
W W | F
Wl F| W
Flw|w
F|F|F

1.2 Aussageformen und Quantoren

Bislang haben wir lediglich einfache Aussagen der Art ,,2 ist eine Primzahl* oder
»4 ist grofer als 3“ betrachtet, in denen nur iiber einzelne Objekte wie etwa die
Zahlen 2, 3 oder 4 etwas ausgesagt wird. Aus solchen abgeschlossenen Aussagen
lassen sich sogenannte Aussageformen bilden, indem man einen oder mehrere der
Namen fiir bestimmte Gegensténde durch Variablen wie z, y oder z ersetzt. So lasst
sich beispielsweise aus der Aussage ,,2 ist eine Primzahl* die Aussageform ,x ist
eine Primzahl“ bilden. Diese Aussageform ist nun selbst keine Aussage mehr, kann
aber durch Einsetzen entsprechender Werte fiir die Variable x zu einer wahren oder
falschen Aussage gemacht werden. Ob die Aussage, die auf diese Weise entsteht,



wahr oder falsch ist, hangt dabei von den jeweils fiir x eingesetzten Werten ab.
Beispielsweise ist ,,3 ist eine Primzahl® eine wahre und ,4 ist eine Primzahl® eine
falsche Aussage.

Auch aus der Aussage ,,4 ist grofler als 3 lassen sich nach diesem Prinzip Aussage-
formen bilden. Je nachdem, welche und wie viele der enthaltenen Gegenstandsnamen
wir durch Variablen ersetzen, erhalten wir aus ,,4 ist grofler als 3“ die Aussageformen
,r ist grofer als 3%, )4 ist grofler als x“ und ,,x ist grofler als y*. Diese Aussageformen
unterscheiden sich dadurch voneinander, dass sie fiir verschiedene Werte der ent-
haltenen Variablen wahr bzw. falsch sind. Beispielsweise ist die Aussageform ,4 ist
grofer als z* fiir = 2 eine wahre Aussage, wihrend die Aussageform ,x ist grofler
als 3“ fiir diesen Wert falsch ist.

Ublicherweise werden Aussageformen mit nur einer einzigen Variable z dabei
durch Platzhalterbuchstaben wie P(z), Q(x), R(x) usw. abgekiirzt. Fiir Aussagefor-
men mit zwei Variablen x und y verwendet man die Bezeichnungen P(x,y), Q(x,y),
R(z,y) etc. Allgemein schreibt man P(xq,...,x,), Q(x1,...,x,), R(z1,...,x,) usw.
fiir Aussageformen mit n Variablen z4,..., x,.

Beispiel 1.2.1.

(1) Es sei P(z) die Aussageform ,x ist eine Primzahl“. Setzen wir fir x den Wert
5 ein, so erhalten wir die wahre Aussage P(5), also ,,5 ist eine Primzahl“. Die
Aussage P(4), also ,4 ist eine Primzahl®, ist dagegen falsch.

(2) Es sei P(z,y) die Aussageform ,z ist grofler oder gleich y* bzw. kurz ,x > y“.
Offensichtlich ist P(x,y) fiir die Zahlenpaare (2,1), (4,2), (0, —2) eine wahre
Aussage und fiir die Zahlenpaare (1,2), (2,4) und (—2,0) falsch. Dariiber hinaus
ist die Aussageform P(z, 2) fiir die z-Werte 2,3, 4,5, . .. wahr und fiir die 2-Werte
1,0,—1,—2,... falsch.

(3) Essei P(z,y,z) die Aussageform z(y + z) = xy + xz. Da es sich hierbei um das
gewoOhnliche Distributivgesetz fiir die Addition und die Multiplikation handelt,
ist diese Aussageform fiir alle (reellen) Zahlentripel (z,y, z) eine wahre Aussage.

Ebenso wie Aussagen kénnen auch Aussageformen mit Hilfe der in Abschnitt
besprochenen Aussageverkniipfungen zu komplexen Aussageformen zusammenge-
setzt werden. Betrachten wir zur Veranschaulichung die Aussageformen , x ist durch
3 teilbar” und ,x ist grofer als 10“, die wir mit P(x) bzw. Q(z) bezeichnen wol-
len. Durch Verkniipfung der beiden Aussageformen kénnen wir unter anderem die
folgenden komplexen Aussageformen bilden:

e P(x) & Q(z). Diese Aussageform kann gelesen werden als ,,x ist durch 3 teilbar
und grofler als 10 und ist fiir die x-Werte 12, 15,18, 21, ... eine wahre Aussage.

e P(z) || Q(x). Dies entspricht der Aussageform ,x ist durch 3 teilbar oder grofier
als 10“. Folglich ist P(x) || Q(z) sowohl fiir die z-Werte 9,6, 3,0, —3, —6, —9, . ..
als auch fiir die z-Werte 11,12, 13,14, 15, ... eine wahre Aussage.

e ~P(z). Diese Aussageform kann gelesen werden als ,,x ist nicht durch 3 teilbar*
und ist unter anderem fiir die z-Werte 1,2,4,5,7, ... wahr. Analog steht ~Q(z)
fiir die Aussageform ,,z ist nicht grofler als 10, was gleichbedeutend ist mit
X ist kleiner oder gleich 10%. Somit ist ~Q(x) fiir die z-Werte 10,9,8,7,6, ...
wahr.
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Statt die in einer Aussageform enthaltenen Variablen durch konkrete Werte zu
ersetzen, konnen Aussageformen auch dadurch zu Aussagen gemacht werden, dass
man die in der Aussageform enthaltenen Variablen quantifiziert. Hierzu verwendet
man sogenannte Quantoren, mit denen ausgedriickt werden kann, wie viele Gegen-
stdnde einer zugrunde liegenden Menge eine bestimmte Aussageform erfiillen, wobei
auf die Angabe konkreter Werte verzichtet wird. Die folgenden beiden Quantoren
spielen eine besonders wichtige Rolle:

e Der Ezistenzquantor 3. Mit Hilfe des Existenzquantors kann ausgedriickt wer-
den, dass es mindestens einen Gegenstand gibt, der eine gegebene Aussageform
erfiillt. Ist P(z) also eine (beliebig komplexe) Aussageform, so steht JxP(z)
fiir die Aussage ,,Es existiert mindestens ein Gegenstand x, fiir den P(z) eine
wahre Aussage ist".

e Der Allqguantor V. Mit dem Allquantor kann ausgedriickt werden, dass eine
Aussageform P(z) fiir alle Gegenstédnde (aus einer bestimmten Menge) wahr
ist. Die Aussage VY P(z) kann also gelesen werden als ,,Fiir alle x ist P(z) eine
wahre Aussage".

Ublicherweise wird bei der Quantifizierung von Variablen angegeben, iiber welche
zugrundeliegende Menge von Gegenstédnden man spricht, welche Werte die quanti-
fizierte Variable also annehmen kann. Ist M eine beliebige Menge, so schreibt man
dabei dz(z € M & P(x)) fiir ,Es gibt einen Gegenstand z in der Menge M, so
dass P(z) wahr ist“ oder ,Fiir mindestens ein Element = von M ist P(x) wahr*.
Analog schreibt man Vz(x € M = P(x)) fiir ,Fiir alle Gegenstédnde x aus M ist
P(z) wahr* oder ,Fiir alle x € M gilt P(x)“. Anstelle von Jx(z € M & P(z))
bzw. Vz(x € M = P(z)) schreibt man dabei abgekiirzt auch 3x € M (P(x)) bzw.
Vo € M (P(z)). Folgende Mengen spielen in der Mathematik oft eine wichtige Rolle:

e Die Menge der natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...},
e Die Menge der ganzen Zahlen Z = {...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...},
e Die Menge der rationalen Zahlen Q = {2 | n,m € Z,m # 0},

e Die Menge der Primzahlen P = {2,3,5,7,11,13,17,...}.

Indem man Existenz- und Allquantoren miteinander kombiniert und einfache Aus-
sageformen mit Hilfe logischer Verkniipfungen zu komplexen Aussageformen zusam-
mensetzt, lassen sich viele mathematische Aussagen sehr préizise aufschreiben. Wir
geben einige Beispiele.

Beispiel 1.2.2.

(1) Die Aussage ,Jede natiirliche Zahl besitzt einen Nachfolger® ldsst sich in der
Form Vz(x € N= Jy(y e N& (y = x+1))) oder kurz Vo € NJy € N(y = x+1)
darstellen.

(2) Die Aussage ,Die Menge der natiirlichen Zahlen ist eine Teilmenge der Menge
der ganzen Zahlen“ oder ,Jede natiirliche Zahl ist auch eine ganze Zahl“ kann
in der Form Va(z € N = z € Z) aufgeschrieben werden.
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(3) Die Aussage ,, Ein Vielfaches einer ganzen Zahl ist stets wieder eine ganze Zahl*
lasst sich in der Form Vz(x € Z = Vy(Fz(z € Z & (y = 2z - x)) = y € Z))
ausdriicken.

Ebenso kann auch die Aussage ,,Zu jeder Primzahl gibt es eine groflere Primzahl®
in der Form Vz(z € P = Jy(y € P & y > x)) oder auch Vo € P3y € P(y > ) aufge-
schrieben werden. Diese Aussage ist offensichtlich gleichbedeutend mit der Aussage
»Es gibt keine groBite Primzahl®, die sich durch ~3x(z € P & Vy(y € P = ~(y > x)))
bzw. durch ~3z € PVy € P~(y > z) ausdriicken ldsst. Derartige Umformungen von
Aussagen mit Quantoren folgen bestimmten Regeln, die sich aus der Tatsache erge-
ben, dass Existenzquantoren auch durch Allquantoren und Allquantoren auch durch
Existenzquantoren ausgedriickt werden konnen, so dass es zu jeder Aussage mit
Existenzquantor eine dquivalente Aussage mit Allquantor und umgekehrt zu jeder
Aussage mit Allquantor eine dquivalente Aussage mit Existenzquantor gibt. Da wir
die Aquivalenz von Aussagen mit Quantoren nicht mehr allein mit Hilfe von Wahr-
heitstafeln definieren kénnen, legen wir hier die folgende verallgemeinerte Definition
zugrunde.

Definition 1.2.3 (Aquivalenz von Aussagen). Zwei Aussagen P und @ heifien dqui-
valent, falls P genau dann wahr ist, wenn () wahr ist, d. h. immer wenn P wahr ist,
ist auch Q wahr und immer wenn () wahr ist, ist auch P wahr. Sind P und @
aquivalent, dann schreiben wir auch P = Q.

Neben den bereits in Satz genannten Aquivalenzen gelten fiir Aussagen mit
Quantoren die folgenden Umformungsregeln:

Satz 1.2.4 (Wichtige Aquivalenzen fiir Aussagen mit Quantoren).
(1) Regeln der Quantorendualitét:

~AxP(z) = Va~P(x)
~VaP(z) = Jx~P(x)

(2) Vertauschungsregeln:

VaVyP(z,y) = VyVzP(x,y)
J23yP(z,y) = JyIxP(z,y)

(3) Distributivitat der Quantoren:

Va(P(r) & Q(z))
Fu(P(z) || Q)

(VxP(x) & VzQ(x))
(FzP(z) || 3zQ(x))

Man beachte, dass die Regeln der Quantorendualitéit intuitiv sehr einleuchtend
sind, wenn wir uns die umgangssprachliche Bedeutung der Quantoren vor Augen
halten. So kann leicht nachvollzogen werden, dass eine Aussage der Form ~3x P(x),
also ,Fiir kein x ist P(z) wahr®, genau dasselbe bedeutet wie Vx~P(z), d.h. ,Fiir
alle x ist P(z) falsch“. Ebenso ist es unmittelbar einleuchtend, dass ~VaxP(x) bzw.
»Nicht fiir alle z ist P(x) wahr dieselbe Bedeutung haben muss wie Jx~P(x), also
»Es gibt ein z, fiir das P(x) falsch ist®.
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Aufgaben

1.2.1 Analysieren Sie die logische Form der folgenden Aussagen und Aussageformen:

a) ,z und y sind ganze Zahlen und z ist ein Teiler von y*.

b) ,Ist z eine Primzahl, dann ist 2 nur durch 1 und sich selbst teilbar.

¢) ,Jede ganze Zahl ist auch eine rationale Zahl, aber es gibt rationale Zahlen, die
keine ganzen Zahlen sind“.

d) ,Es gibt eine ganze Zahl, die kleiner ist als jede natiirliche Zahl“.

1.2.2 Gegeben sei die Menge M = {1,2,3,4,5}. Entscheiden Sie fiir jede der fol-
genden Aussagen, ob diese wahr oder falsch ist, wenn davon ausgegangen wird, dass
nur {iber die Menge M quantifiziert wird, dass also die Variablen als Werte nur die
Elemente aus M annehmen koénnen. Begriinden Sie Thre Antworten.

a) Vady(z =y).

b) JaxVy(z = y).
¢) Vedy~(z =y).
d) JaVy~(z =vy).

1.2.3 Statt die Elemente einer Menge einzeln anzugeben, kénnen Mengen auch mit

Hilfe von Aussageformen beschrieben werden. Ist P(x) eine Aussageform, so schreibt

man dabei {z | P(z)} fir die Menge aller Gegenstande z, fir die P(z) eine wahre

Aussage ist. Benutzen Sie diese Schreibweise, um die folgenden Mengen zu charak-

terisieren:

a) Die leere Menge ), d.h. die Menge, die keine Elemente enthélt.

b) Die Schnittmenge AN B zweier Mengen A und B, also die Menge aller Gegen-
stande, die sowohl in A als auch in B liegen.

c) Die Vereinigungsmenge A U B zweier Mengen A und B, d.h. die Menge aller
Gegensténde, die in A oder in B liegen.

d) Die Differenzmenge A — B, d.h. die Menge aller Gegenstédnde, die in A, aber
nicht in B liegen.

1.2.4 Benutzen Sie Thre Definitionen der Mengen (), AN B und AU B aus der vorigen
Aufgabe, um die folgenden Gleichungen zu beweisen:

a) ANB=BNA

b) AUB=BUA

c) AN(BNC)=(AnB)NC
d) AuU(BUC)=(AUB)UC
e) ANA=A

fy AUA=A

g) AND =10

h) Aud=A4

1.2.5 Eine Menge T heifit Teilmenge einer Menge A, falls jedes Element von 7" auch

Element von A ist. Ist T eine Teilmenge von A, so schreibt man auch T' C A.

a) Wie lasst sich die logische Form der Aussage T' C A analysieren? (Vgl. hierzu
Punkt aus Beispiel [1.2.2])

b) Begriinden Sie, warum die leere Menge Teilmenge jeder Menge ist.

c¢) Begriinden Sie, warum jede Menge sich selbst als Teilmenge enthélt.
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d) Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist definiert als die Menge aller Teilmengen
von A. Finden Sie eine Aussageform P(z), so dass P(A) = {z | P(x)} gilt.

e) Nach dem sogenannten Extensionalititsaziom sind zwei Mengen A und B genau
dann gleich, wenn sie genau dieselben Elemente besitzen. Formal lésst sich dieses
Prinzip in der Form A = B & Va(x € A < x € B) ausdriicken. Nutzen Sie das
Extensionalitdtsaxiom, um zu zeigen, dass A = B genau dann gilt, wenn sowohl
A C B als auch B C A gilt.

1.2.6 In Satz @ haben wir die Aquivalenzen Vz(P(z) & Q(z)) = (VzP(z) &
Ve@Q(z)) und Jz(P(x) || Q(x)) = (FzP(z) || JxQ(x)) kennengelernt. Sind die fol-
genden Aussagen ebenfalls dquivalent?

a) Vo(P(r) || Q(x)) und Vo P(z) || VzQ(x).

b) Jz(P(z) & Q(z)) und FzP(z) & FzQ(z).

Begriinden Sie Thre Antwort, indem Sie die Aquivalenz entweder mit Hilfe der Um-
formungsregeln fiir die Quantoren und die Aussageverkniipfungen nachweisen oder —
im Falle der Nichtéquivalenz — konkrete Beispiele fiir Aussageformen P(z) und Q(z)
sowie eine zugrundeliegende Menge M angeben, so dass jeweils die eine der beiden
Aussagen wahr und die andere falsch ist, sofern davon ausgegangen wird, dass die
Variablen nur Werte aus M annehmen konnen.
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2 Mathematische Beweistechniken

Eine Aussage wird in der Mathematik erst dann als wahr anerkannt, wenn ein lo-
gisch korrekter Beweis fiir diese Aussage vorliegt. Dementsprechend besteht das Ziel
mathematischer Untersuchungen in der Regel darin, Beweise fiir mathematische Aus-
sagen zu finden. Obwohl solche Beweise sehr unterschiedlich sein kénnen und es oft
verschiedene Moglichkeiten gibt, ein und dieselbe Aussage zu beweisen, gibt es ein
paar grundlegende Beweistechniken, denen in der mathematischen Praxis besonders
grofle Bedeutung zukommt.

Zwei sehr wichtige dieser Verfahren beruhen auf der Beobachtung, dass die zu
beweisenden Aussagen sehr oft von der Form P = @ bzw. Vz(P(x) = Q(z)) sind.
Um eine solche Aussage zu beweisen, bieten sich unter anderem die folgenden Mog-
lichkeiten:

e Die erste Moglichkeit besteht darin, von der Aussage P bzw. P(x) fiir ein
beliebiges x als Annahme auszugehen und dann zu versuchen, die Aussage ()
bzw. Q(x) aus dieser Annahme herzuleiten. Dieses Vorgehen entspricht einem
direkten Beweis fiir die Aussage P = @ bzw. Vz(P(z) = Q(x)) und wird in
Abschnitt 2.1] behandelt.

e Die zweite Moglichkeit beruht auf der Uberlegung, dass wir eine Aussage der
Form P = @ bzw. Va(P(x) = Q(z)) auch logisch dquivalent in der Form
~Q = ~P bzw. Va(~Q(z) = ~P(z)) aufschreiben kénnen (vgl. Satz [I.1.5).
Statt also P bzw. P(z) anzunehmen und daraus @ bzw. Q(z) herzuleiten,
kénnte man alternativ auch ~@Q bzw. ~Q(z) annehmen und daraus ~P bzw.
~P(x) folgern. Diese Strategie entspricht einem Beweis durch Kontraposition
und wird in Abschnitt 2.2] erldutert.

Wiéhrend direkte Beweise und Beweise durch Kontraposition allein fiir Aussagen der
Form P = @ bzw. Vz(P(z) = Q(z)) genutzt werden konnen, stellt die Methode des
Widerspruchsbeweises keine Anforderungen an die logische Form der zu beweisenden
Aussage. Bei einem Widerspruchsbeweis wird eine Aussage P dadurch bewiesen, dass
gezeigt wird, dass ihre Negation ~P auf einen Widerspruch fithrt. Die zugrunde
liegende Idee ergibt sich dabei aus der Aquivalenz P = (~P = (Q & ~Q)). Wir
werden die Methode des Widerspruchsbeweises in Abschnitt behandeln.

Neben direkten Beweisen, Beweisen durch Kontraposition und Widerspruchsbe-
weisen spielen schliellich auch die sogenannten Induktionsbeweise in der Mathema-
tik und speziell auch in der Untersuchung logischer Systeme eine wichtige Rolle.
Eng verwandt mit der Methode der mathematischen Induktion ist das Prinzip der
induktiven (oder auch rekursiven) Definition. Wir werden Induktionsbeweise und
induktive Definitionen in Abschnitt 2.4l behandeln.



2.1 Direkte Beweise

Bei einem direkten Beweis zeigt man die Wahrheit einer Aussage der Form Va(P(z)
= Q(z)) bzw. P = (@, indem man zuerst annimmt, dass der vordere Teil der
Implikation wahr ist, und anschlieSend folgert, dass dann auch der hintere Teil der
Implikation gelten muss. Betrachten wir zur Veranschaulichung die folgende Aussage:

Lemma 2.1.1. Das Quadrat n? einer geraden Zahl n ist stets gerade.

Um herauszufinden, wie wir Lemma beweisen kénnen, miissen wir uns zu-
néchst iiberlegen, wie die logische Struktur dieser Aussage zu interpretieren ist.
Offensichtlich kénnen wir Lemma [2.1.1] auch in der Form

Fiir alle n gilt: Wenn n eine gerade Zahl ist, dann ist n? eine gerade Zahl

aufschreiben. Wahlen wir fiir P(n) also die Aussageform ,n ist eine gerade Zahl“, so
hat die Aussage aus Lemma die Struktur Vn(P(n) = P(n?)). Ferner sollten
wir uns klarmachen, was man unter einer ,,geraden Zahl® versteht. Ublicherweise legt
man hier die folgende Definition zugrunde:

Definition 2.1.2 (Gerade und ungerade Zahlen). Eine ganze Zahl n € Z heifit
gerade, falls es eine Zahl k € Z gibt, so dass n = 2k gilt. Eine ganze Zahl n € Z
heiflt ungerade, falls n nicht gerade ist, d. h. falls n = 2k + 1 fiir ein k € Z gilt.

Um einen direkten Beweis fiir Lemma[2.1.1] zu fithren, miissen wir nun annehmen,
dass der vordere Teil der Implikation wahr ist, dass also n in der Tat eine gerade Zahl
ist. Da in Lemma eine Aussage iiber alle geraden Zahlen gemacht wird, sollten
wir ,,n“ dabei als Bezeichnung fiir eine beliebige derartige Zahl verwenden und dies
auch sprachlich kennzeichnen, indem wir unseren Beweis mit einer Formulierung wie

Sei n eine beliebige gerade Zahl

beginnen. Um deutlich zu machen, dass es sich hierbei um eine Annahme handelt,
hétten wir stattdessen auch eine Formulierung wie etwa ,, Wir nehmen an, n ist eine
beliebige gerade Zahl“ wihlen konnen. Da wir die Aussage aus Lemma [2.1.1] direkt
beweisen wollen, miissen wir nun versuchen, den hinteren Teil der Implikation, also
die Aussage ,,n? ist eine gerade Zahl* aus dieser Annahme herzuleiten. Dazu bietet
es sich an, zunéchst einmal die Definition einer geraden Zahl zu nutzen und sich
klarzumachen, was aus dieser in Bezug auf unsere Annahme, dass n eine gerade
Zahl ist, folgt. Der zweite Schritt unseres Beweises fiir Lemma [2.1.1 kénnte also wie
folgt formuliert werden:

Es gibt eine Zahl k € Z, so dass n = 2 - k gilt.

Nun miissen wir uns fragen, was sich aus dieser Feststellung fiir das Quadrat von n
ergibt, denn unser Ziel ist es ja, zu zeigen, dass n? eine gerade Zahl ist. Ist n = 2 - k
fiir ein k € Z, so folgt daraus offenbar, dass n? =n -n = 2- k-2 -k fiir ebendieses
k € Z gilt. Somit kénnten wir als dritten Schritt die Aussage

Esist n2=2-k-2-kfiireink € Z
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aufschreiben. Um nun zu zeigen, dass n? bzw. 2- k-2 -k ebenfalls gerade ist, miissen
wir nach Definition eine ganze Zahl m € Z angeben, fiir die n*> = 2 - m gilt.
Dabei konnen wir uns die Tatsache zunutze machen, dass die Multiplikation iiber
den ganzen Zahlen assoziativ ist, dass also ein Term der Form 2 - k- 2 - k genau
dasselbe bedeutet wie 2- (k-2 - k). Setzen wir also m := k-2 -k, so gilt offensichtlich
n?=2-(k-2-k) =2-m (das Zeichen ,:=* steht hierbei fiir die Gleichheit per
Definition, eine Aussage der Form ,a := b“ bedeutet also ,,a wird definiert als b%).
Dies stellt den vierten Schritt unseres Beweises dar:

Esgilt n?=2-mfirm==%-2- k.

Um deutlich zu machen, dass wir mit dieser Folgerung tatsichlich das Beweisziel
erreicht haben und unser Beweis nun zu Ende ist, sollten wir in einem letzten Schritt
noch einmal zusammenfassen, was wir aus unserer Annahme gefolgert haben. Wir
konnten also unseren Beweis mit einem Satz der Art

Folglich ist n? eine gerade Zahl

abschlielen. Da wir n in unserem Beweis als Bezeichnung fiir eine beliebige gerade
Zahl verwendet haben, ist damit nun in der Tat gezeigt, dass das Quadrat jeder ge-
raden Zahl stets gerade ist. Beim endgiiltigen Aufschreiben von Beweisen versucht
man, logische Abhéngigkeiten zwischen Aussagen moglichst deutlich zu kennzeich-
nen, indem man die Ergebnisse der einzelnen Teilschitte durch Worter wie ,also”,
,daher®,  somit“, ,folglich®, ,deshalb“ oder ,daraus folgt* miteinander verbindet und
Begriindungen fiir einzelne Aussagen explizit angibt (hierzu lassen sich Formulierun-
gen wie ,Da ... wahr ist, gilt ...“ oder auch ,Weil ... gilt, ist ... wahr* verwenden).
Den kompletten Beweis fiir Lemma[2.1.1 kénnen wir kompakt in der folgenden Form
aufschreiben:

Beweis zu Lemma [21.1]. Sei n eine beliebige gerade Zahl, d.h. es gilt n = 2 - k fiir
eink € Z. Dannist n? =2-k-2-k=2- (k-2 k). Fiir m := k-2 k gilt somit
n? = 2 - m. Folglich ist n? eine gerade Zahl. O

Um das hier zum Tragen kommende Vorgehen noch klarer zu machen, wollen wir
ein weiteres Beispiel fiir einen direkten Beweis angeben. Betrachten wir die folgende
Aussage:

Lemma 2.1.3. Die Summe dreier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen ist immer
durch 3 teilbar.

Zunéchst sollten wir uns wieder iiberlegen, wie die logische Struktur dieser Aussage
zu verstehen ist. Offensichtlich kénnen wir Lemma auch in der folgenden Form
ausdriicken:

Fiir alle n gilt: Wenn n € Z, dann ist n + (n+ 1) + (n + 2) durch 3 teilbar.

Nun sollten wir uns fragen, was gemeint ist, wenn man sagt, dass eine Zahl ,, durch
3 teilbar” ist. Hier wird in der Regel die folgende Definition verwendet:

Definition 2.1.4 (Teiler). Seien a,b € Z ganze Zahlen. Die Zahl a ist ein Teiler
von b, falls es eine ganze Zahl k € Z gibt, so dass b = a - k ist. Ist a ein Teiler von
b, so schreibt man a | b und spricht auch davon, dass b durch a teilbar ist.
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Eine Zahl m ist somit durch 3 teilbar, wenn m = 3 - k fiir eine ganze Zahl k € Z
gilt. Um nun die Behauptung aus Lemma [2.1.3| per direktem Beweis zu zeigen, soll-
ten wir wieder den vorderen Teil der Implikation als Annahme voraussetzen und
anschliefend den hinteren Teil aus dieser Annahme herleiten. Nehmen wir also zu-
néichst an, dass n € Z eine beliebige ganze Zahl ist. Durch Zusammenfassen der
Summe n + (n+ 1) + (n + 2) erhalten wir n + (n+ 1) + (n+2) = 3-n+ 3. Da wir
zeigen wollen, dass n+ (n+ 1) 4+ (n+ 2) bzw. 3-n + 3 durch drei teilbar ist, sollten
wir nun versuchen, eine Zahl k € Z zu finden, fir dien+ (n+1)+ (n+2) =3k
gilt. Wie sich leicht erkennen ldsst, konnen wir in dem Term 3-n+3=3-n+3-1
den gemeinsamen Faktor 3 ausklammern. Auf diese Weise erhalten wir die Glei-
chung 3-n +3 = 3-(n+ 1). Setzen wir also k := n + 1, so gilt offensichtlich
n+n+1)+n+2)=3-n+3=3-(n+1) =3k, womit gezeigt ist, dass
n+ (n+ 1)+ (n+ 2) durch 3 teilbar ist. Zusammengefasst liasst sich dieser Beweis
wie folgt aufschreiben:

Beweis zu Lemma[2.1.3. Wir nehmen an, n € Z ist eine beliebige ganze Zahl. Dann
git n+(n+1)+(n+2)=3-n+3=3-(n+1). Fur die ganze Zahl k :=n + 1
erhalten wir also n+ (n+ 1)+ (n+2) = 3 k. Folglich gilt 3 | n+ (n+ 1) + (n +2),
d.h.n+ (n+ 1)+ (n+ 2) ist durch 3 teilbar. O

Aufgaben

2.1.1 Geben Sie direkte Beweise fiir die folgenden Aussagen an:

a) Das Quadrat n? einer ungeraden Zahl ist stets ungerade.

b) Die Summe zweier ungerader Zahlen ist stets gerade.

c¢) Ist a ein Teiler von b und b ein Teiler von ¢, so ist a auch ein Teiler von c.

d) Die Summe zweier benachbarter ungerader Zahlen ist durch 4 teilbar. (Zwei
ungerade Zahlen heiflen dabei benachbart, falls zwischen ihnen nur eine einzige
weitere ganze Zahl liegt, die dann selbstverstédndlich gerade ist.)

e) Jede ganze Zahl, deren letzte Dezimalstelle eine 5 ist, ist durch 5 teilbar.

2.1.2 Finden Sie einen direkten Beweis fiir die folgende Behauptung: Fiir alle ratio-
nalen Zahlen a,b € Q mit a < b gibt es eine weitere rationale Zahl ¢ € Q, so dass
a<c<b.

2.1.3 Der Binomialkoeffizient (Z) zweier natiirlicher Zahlen n,k € N mit £ < n ist
definiert als die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Er kann mit Hilfe der Formel
ny n!
k) (n—Fk)!- k!

berechnet werden. Dabei steht m! fiir die Fakultdt einer natiirlichen Zahl m € N,
also fiir das Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis m, d.h. es gilt m! :=1-2-...-m.
Fiir den Spezialfall m = 0 wird dabei m! := 1 gesetzt. Geben Sie direkte Beweise
fiir die folgenden Behauptungen an (n und k sind jeweils beliebige natiirliche Zahlen
mit k < n):

a) (i) = (1)

b) (i) = G2 + (")
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2.2 Beweise durch Kontraposition

Bei einem Beweis durch Kontraposition beweist man eine Aussage der Form Va(P(z)
= Q(z)) bzw. P = @, indem man zunédchst annimmt, dass der hintere Teil der
Implikation falsch ist, und anschlieend folgert, dass dann auch der vordere Teil der
Implikation falsch sein muss. Die Rechtfertigung fiir dieses Vorgehen ergibt sich aus
der Aquivalenz (P = Q) = (~Q = ~P) bzw. Vo(P(z) = Q(z)) = Va(~Q(z) =
~P(z)) (vgl. Satz[1.1.5)). Statt also eine Aussage der Form Vz(P(z) = Q(z)) direkt

zu beweisen, konnen wir auch zeigen, dass die dquivalente und unter Umstdnden
leichter zu beweisende Aussage Va(~Q(z) = ~P(z)) wahr ist. Wir betrachten das
folgende Beispiel:

Lemma 2.2.1. Sei n € Z. Wenn n? eine gerade Zahl ist, dann ist auch n gerade.

Wie sich leicht erkennen lésst, handelt es sich bei dieser Aussage um die Um-
kehrung der Aussage aus Lemma [2.1.1] denn wir kénnen Lemma [2.2.1] auch in der
Form

Fiir alle n € Z gilt: Wenn n? eine gerade Zahl ist, dann ist n eine gerade Zahl

aufschreiben. Wegen der Aquivalenz Va(P(z) = Q(7)) = Va(~Q(z) = ~P(r)) ist
diese Aussage nun gleichbedeutend mit

Fiir alle n € Z gilt: Wenn n nicht gerade ist, dann ist n? nicht gerade.

Um Lemma zu beweisen, konnen wir also annehmen, dass n eine beliebige
ungerade Zahl ist, und dann daraus folgern, dass n? ebenfalls ungerade sein muss.
Der erste Schritt unseres Beweises besteht somit aus folgender Annahme:

Wir nehmen an, n ist eine beliebige ungerade Zahl.
Mit Hilfe der Definition einer ungeraden Zahl ergibt sich daraus die Behauptung

Es gibt eine ganze Zahl k € Z, so dass n = 2k + 1.
Fiir das Quadrat n? von n folgt hieraus die Aussage

Es gilt n? = 2k +1) - (2k + 1) = 4k* + 4k + 1.
Durch Ausklammern von 2 erhalten wir 4k* +4k+1 = 2+ (2k* 4 2k) + 1. Es gilt also
n* =2 (2k* + 2k) + 1.
Fiir die ganze Zahl m := 2k? + 2k ergibt sich folglich
n? =2m+1,

womit wir gezeigt haben, dass n? ungerade ist. Den kompletten Beweis kénnen wir
noch einmal in der folgenden Form aufschreiben:

Beweis zu Lemma [2.2.1. Wir zeigen die Kontraposition: Wenn n ungerade ist, dann
ist n? ungerade. Sei n € Z eine beliebige ungerade Zahl. Dann gibt es ein k € Z, so
dass n = 2k+1 gilt. Somit ist n? = (2k+1)-(2k+1) = 4k*+4k+1 = 2-(2k*+2k)+1.
Fiir die ganze Zahl m := 2k? + 2k erhalten wir also n? = 2m + 1. Folglich ist n?
ungerade. O]

19



Wie zu sehen ist, weisen wir in der endgiiltigen Fassung unseres Beweises noch
einmal ausdriicklich darauf hin, dass wir die Kontraposition von Lemma[2.2.T| bewei-
sen. Derartige ,, Regieanweisungen® sind oft sehr niitzlich, um das Lesen mathemati-
scher Beweise zu erleichtern, denn durch sie kann die logische Struktur des Beweises
schneller erkannt und die zugrunde liegende Beweisidee besser nachvollzogen werden.

Da es sich bei Lemma [2.2.1] um die Umkehrung der Aussage aus Lemma [2.1.1
handelt, haben wir nun zusammengenommen die folgende Aussage bewiesen:

Lemma 2.2.2. Eine Zahl n € Z ist genau dann gerade, wenn n? gerade ist.

Man beachte, dass Lemma die Form Vz(P(z) < Q(x)) hat und dass wir
diese Aussage vermoge der Aquivalenz Vr(P(x) < Q(x)) = Vz(P(x) = Q(x)) &
Va(Q(z) = P(x)) auch in der Form

Fiir alle n € Z gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n? gerade
und
Fiir alle n € Z gilt: Wenn n? gerade ist, dann ist n gerade

ausdriicken kénnen. Da das erste Glied der Konjunktion der Aussage aus Lemma
2.1.1] entspricht und wir das zweite Glied mit Lemma bewiesen haben, kénnen
wir uns beim Beweis zu Lemma einfach auf diese bereits bewiesenen Resultate
berufen. Welches Lemma fiir welche Richtung der Aquivalenz zustindig ist, wird
dabei oft durch die Symbole ,= und ,,<=* kenntlich gemacht.

Beweis zu Lemma [2.2.3.
»,="“ Nach Lemma 2.1.1]
»,<"“: Nach Lemma [2.2.1 0

Aufgaben

2.2.1 Beweisen Sie die folgenden Aussagen durch Kontraposition:

a) Seien a,b,c € Z ganze Zahlen mit a # b. Dann gilt a + ¢ # b+ c.

b) Seien a,b € Z, so dass a + b und a — b teilerfremd sind. Dann sind auch a und b
teilerfremd. (Zwei Zahlen a,b € Z heiflen dabei teilerfremd, wenn es keine Zahl
c€Zgibt mit c £ 1, ¢ | aund ¢ | b).

c¢) Sei n € Z. Wenn n? bei der Division durch 3 nicht den Rest 1 lisst, dann lésst
auch n bei der Division durch 3 nicht den Rest 1.

d) Seien m,n € Z. Wenn t | m fiir alle Teiler ¢ von n gilt, dann gilt n | m.

e) Wenn eine Zahl n € Z nicht durch 2 oder 5 teilbar ist, dann ist sie auch nicht
durch 10 teilbar.

f) Sei n € Z. Wenn n? nicht durch 4 teilbar ist, dann lisst n bei Division durch 4
nicht den Rest 2.

g) Seien n,m,t € Z ganze Zahlen. Wenn ¢ kein Teiler von n + m ist, dann ist ¢ kein
Teiler von n oder kein Teiler von m.

h) Seien a,b € Z. Ist a + b ungerade, dann ist eine der Zahlen a und b gerade und
die andere ungerade.
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2.3 Widerspruchsbeweise

Bei einem Widerspruchsbeweis beweist man eine Aussage P, indem man aus der
Negation von P einen Widerspruch herleitet. Dass damit tatséchlich gezeigt wer-
den kann, dass die zu beweisende Aussage wahr ist, ergibt sich aus der Aquivalenz
P = (~P = (Q & ~Q)) (eine Aussage P ist genau dann wahr, wenn aus ihrer
Negation ein Widerspruch folgt). Wir wollen das Prinzip des Widerspruchsbeweises
an folgendem Beispiel verdeutlichen:

Lemma 2.3.1. Sind a, b € Z gerade Zahlen, dann ist auch das Produkt a - b gerade.
Offensichtlich kénnen wir Lemma [2.3.1] auch in der Form

Fiir alle @ und b gilt: Wenn a und b gerade Zahlen sind, dann ist a - b eine gerade

Zahl

aufschreiben. Um per Widerspruchsbeweis zu zeigen, dass diese Aussage gilt, miissen
wir ihre Negation annehmen und daraus einen Widerspruch herleiten. Wie man sich
leicht mit Hilfe der in Satz [1.1.5] und |1.2.4] genannten Aquivalenzen vergewissern
kann, ist die Negation von Lemma [2.3.1] A4quivalent zu der Aussage

Es gibt a und b, so dass gilt: @ und b sind gerade Zahlen und a - b ist keine gerade
Zahl.

Um Lemma [2.3.1] zu beweisen, nehmen wir also an, dass es gerade Zahlen a und b
gibt, deren Produkt a - b keine gerade Zahl, also ungerade ist. Da die Zahl a gerade
ist, gibt es laut Definition ein k£ € 7Z, so dass a = 2k gilt. Daraus folgt fiir das
Produkt von a und b:

a-b=2k-b=2-(k-b)=2nfirn:=k-b,

d. h. das Produkt a-b ist eine gerade Zahl. Damit haben wir bereits den herzuleiten-
den Widerspruch gefunden, denn laut unserer Annahme ist a - b ungerade. Weil wir
diesen Widerspruch aus der Annahme hergeleitet haben, dass Lemma falsch
ist, folgt nun, dass diese Annahme selbst falsch sein muss, also die Aussage

Fiir alle @ und b gilt: Wenn a und b gerade Zahlen sind, dann ist a - b eine gerade
Zahl

wahr ist. Unser Beweis zu Lemma ist damit abgeschlossen. Zusammenfassend
konnen wir ihn noch einmal in der folgenden Form aufschreiben:

Beweis zu Lemma [2.3.1. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es
gibt gerade Zahlen a und b, so dass das Produkt a - b ungerade ist. Da a eine
gerade Zahl ist, gibt es eine ganze Zahl k € Z, so dass a = 2k. Daraus ergibt sich
a-b=2k-b=2-(k-b). Fir n := kb gilt folglich a-b = 2n, d.h. a-b ist eine gerade
Zahl. Dies ist ein Widerspruch, denn nach unserer Annahme ist a - b ungerade. [
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Aufgaben

2.3.1 Geben Sie Widerspruchsbeweise fiir die folgenden Aussagen:

a) Wenn die Wurzel einer geraden natiirlichen Zahl n selbst eine natiirliche Zahl ist,
dann ist die Wurzel gerade.

b) Wenn n? eine gerade Zahl ist, dann ist auch n gerade.

c) Sei n € N und p eine Primzahl. Gilt p | n?, dann gilt auch p | n. Sie diirfen
fiir den Beweis die folgende Aussage benutzen (ein Spezialfall des Lemmas von
Bézout): Besitzen zwei Zahlen a,b € Z auBler 1 keinen gemeinsamen Teiler, dann
gibt es Zahlen s,t € Z, so dass 1 = sa + tb gilt.

2.3.2 Eine reelle Zahl = heifit ¢rrational, wenn sie nicht rational ist, d. h. wenn es

keine ganzen Zahlen m,n € Z gibt, so dass x = ™ gilt. Zeigen Sie, dass V2 eine
irrationale Zahl ist. Fiihren Sie hierzu einen Widerspruchsbeweis.

2.3.3 Zeigen Sie per Widerspruchsbeweis die folgende Verallgemeinerung der Aus-
sage aus Aufgabe [2.3.2} Fiir jede Primzahl p € P ist |/p irrational.

2.3.4 Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis fiir die folgende Aussage: Jede natiir-
liche Zahl n € Z mit n > 2 kann als Produkt von Primzahlen geschrieben werden,
d. h. fiir jede solche Zahl n gibt es Primzahlen pq, po, ..., pn € P, so dass

n:plfl -pé”?-...-pfnm
gilt fiir natiirliche Zahlen ki, ..., k,, € Nmit k; > 1 fiir alle 1 < i < m.

2.3.5 Zeigen Sie per Widerspruchsbeweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
Sie kénnen hierfiir Aufgabe nutzen.

2.4 Induktionsbeweise

Ein in vielen Féllen sehr leistungsstarkes Werkzeug ist die Beweismethode der mathe-
matischen Induktion. Induktionsbeweise spielen in sehr unterschiedlichen mathema-
tischen Zusammenhéngen eine wichtige Rolle und werden dazu verwendet, Aussagen
fiir alle Elemente einer vorgegebenen Menge zu beweisen. Dabei ist es im Grunde
unwesentlich, ob es sich bei den Elementen der Menge um Zahlen oder um sonstige
Objekte handelt — entscheidend fiir die Anwendbarkeit induktiver Beweistechniken
ist vielmehr, dass sich die Objekte, iiber die man eine Aussage beweisen mochte,
induktiv definieren oder beschreiben lassen. Bevor wir uns also den induktiven Be-
weisverfahren zuwenden, wollen wir uns zunéchst mit den Grundlagen induktiver
Definitionen vertraut machen.

2.4.1 Induktive Mengendefinitionen

Bei der induktiven oder rekursiven Definition einer Menge wird zunéchst angegeben,
welche Grundobjekte zu der Menge gehoren, und anschlieBend beschrieben, wie man
alle anderen Elemente der Menge schrittweise aus diesen Grundobjekten erzeugen
kann. Eine induktive Definition einer Menge M besteht also im Allgemeinen aus den
folgenden beiden Schritten:
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(1) Man legt zunéchst fest, dass gewisse Basisobjekte x1, s, ... in der Menge M
liegen sollen,

(2) Man gibt an, nach welchen Regeln sich die anderen Elemente von M aus den
Basisobjekten x1, x», . .. erzeugen lassen.

Um diese recht abstrakt klingende Erlduterung ein wenig zu veranschaulichen und
zu zeigen, wie diese beiden Schritte im Einzelfall aussehen kénnen, wollen wir nun
eine induktive Definition fiir die Menge G = {0,2,4,6, ...}, also fiir die Menge der
geraden natiirlichen Zahlen entwickeln.

Zunéchst miissen wir eines oder mehrere Basisobjekte angeben, aus denen sich
durch Anwendung geeigneter Regeln alle anderen Elemente von G erzeugen lassen.
Wir sollten uns zu diesem Zweck die Frage stellen, nach welchen Bildungs- oder
Erzeugungsregeln man aus einer gegebenen geraden Zahl weitere gerade Zahlen ge-
winnen kann, um so zu entscheiden, welche Basisobjekte wir fiir unsere induktive
Definition benotigen. Wie man leicht sehen kann, liegt zwischen zwei aufeinander
folgenden geraden Zahlen immer genau eine weitere Zahl (die dann natiirlich unge-
rade ist). Ist n also eine gerade Zahl, so erhdlt man die néchstgrofiere gerade Zahl
durch Addition von 2 aus n. Daraus ergibt sich das allgemeine Schema

0=0
2=0+2
4=0+2+2

6=0+2+2+2

2k=0+2+...4+2
—_——

k mal

Wie dieses Schema zeigt, kénnen wir alle geraden natiirlichen Zahlen durch wie-
derholte Addition von 2 aus der Zahl 0 erzeugen. Es bietet sich bei der induktiven
Definition der Menge G also an, als Basisobjekt zunédchst die Zahl 0 festzulegen und
anschlieffend die Erzeugungsregel

Wenn n eine gerade natiirliche Zahl ist, dann ist auch n + 2 eine gerade natiirliche

Zahl

anzugeben. Es ist an dieser Stelle von Vorteil, sich noch einmal genau zu iiberlegen,
wie sich mit Hilfe dieser Regel die geraden natiirlichen Zahlen aus dem Basisobjekt
0 erzeugen lassen. Wenden wir unsere Erzeugungsregel im ersten Schritt auf das
Basisobjekt 0 an, so erhalten wir die Zahl 0 4 2, also 2. Nun kénnen wir die Erzeu-
gungsregel ein zweites Mal anwenden, diesmal allerdings auf das Ergebnis des ersten
Schrittes, also auf die Zahl 2. Auf diese Weise erhalten wir die Zahl 2 + 2, d. h. 4.
Setzen wir diese Prozedur fort, so kommen wir im dritten Schritt auf 4 4+ 2 (also auf
6), im vierten auf 6 + 2 (also auf 8) usw. Wie sich leicht nachvollziehen lasst, kann
auf diese Weise tatsdchlich jede gerade natiirliche Zahl erreicht werden.

Unser induktive Definition fiir die Menge G konnen wir in der folgenden Form
aufschreiben:

Definition 2.4.1 (Die Menge der geraden natiirlichen Zahlen). Die Menge G der
geraden natiirlichen Zahlen wird induktiv definiert durch:
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(1) 0 ist eine gerade natiirliche Zahl, d.h. 0 € G,
(2) Wenn die Zahl n in G liegt, dann liegt auch n+2 in G.

Um die Funktionsweise induktiver Definitionen noch ein wenig deutlicher zu ma-
chen, wollen wir ein weiteres Beispiel betrachten und eine induktive Definition
fiir die Menge aller Zweierpotenzen entwickeln. Unter einer Zweierpotenz verste-
hen wir dabei eine Zahl, die sich in der Form 2" fiir ein n € N schreiben ldsst.
Die Menge aller Zweierpotenzen soll mit Z bezeichnet werden und ist die Menge
Z ={2"|neN}={1,2,4,8,16,...}.

Uberlegen wir uns zunéchst, nach welchen allgemeinen Erzeugungsregeln die Zwei-
erpotenzen gebildet werden kénnen. Ist uns eine Zweierpotenz 2" gegeben, so konnen
wir offensichtlich immer die néchstgrofiere Zweierpotenz erreichen, indem wir 2™ mit
2 multiplizieren und so den Exponenten um 1 erhéhen. Im Allgemeinen folgen die
Zweierpotenzen also dem folgenden Muster:

20 —

21

22 )

23 = .2.92

ok —1.2.....2
S—_——
k mal

Offensichtlich lédsst sich somit jede Zweierpotenz durch wiederholte Multiplikation
mit 2 aus der Zahl 1 erzeugen. Um die Menge Z der Zweierpotenzen induktiv zu
definieren, konnen wir also zunéchst festlegen, dass das Basiselement 1 in Z liegen
soll, und anschlieSend die Erzeugungsregel

Wenn n in Z liegt, dann liegt auch n -2 in Z
angeben. Wir erhalten auf diese Weise die folgende induktive Definition fiir Z:

Definition 2.4.2 (Die Menge der Zweierpotenzen). Die Menge Z aller Zweierpo-
tenzen wird induktiv definiert durch:

(1) Die Zahl 1 ist eine Zweierpotenz, d.h. es gilt 1 € Z,

(2) Wenn eine Zahl n in Z liegt, dann liegt auch n -2 in Z.

Es ist ratsam, sich auch in diesem Fall noch einmal klarzumachen, wie unsere
induktive Definition der Menge Z genau funktioniert und wie die Zweierpotenzen
mit Hilfe der Erzeugungsregel in Punkt (2) aus dem Basiselement 1 gewonnen werden
konnen.

Der aufmerksame Leser diirfte bemerkt haben, dass sich das Prinzip induktiver
Definitionen keineswegs auf Mengen wie G und Z beschrénkt, sondern auch auf die
natiirlichen Zahlen selbst iibertragen werden kann. Statt also lediglich Teilmengen
der natiirlichen Zahlen nach dieser Methode zu definieren, kénnen wir auch die Men-
ge N induktiv beschreiben. Betrachten wir die Folge 0, 1,2, 3,4, ..., so fillt auf, dass
sich jede natiirliche Zahl durch wiederholte Addition von 1 aus dem Basiselement 0
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erzeugen lasst. Der Aufbau der natiirlichen Zahlen folgt somit dem folgenden Sche-
ma:

1=0+1
2=0+1+1
3=0+1+1+1

n=0+1+...4+1
—_——

n mal

Wollen wir die Menge der natiirlichen Zahlen induktiv beschreiben, so konnen wir
zunéchst das Basiselement 0 angeben und anschliefend festlegen, dass man alle
anderen Elemente nach der Regel

Wennn € N, dannn+1€ N

erzeugen kann. Fiir die Menge N der natiirlichen Zahlen erhalten wir auf diese Weise
die folgende induktive Charakterisierung:

(1) 0 ist eine natiirliche Zahl,

(2) Wenn n eine natiirliche Zahl ist, dann ist auch n + 1 eine natiirliche Zahl.

Die besondere Bedeutung induktiver Definitionen besteht darin, dass sie das Fiih-
ren induktiver Beweise ermoglichen, mit denen man auf elegante und einfache Weise
zeigen kann, dass alle Elemente einer induktiv definierten Menge eine bestimmte
Aussageform erfiillen. Grundsétzlich gilt dabei, dass man mit der induktiven Defi-
nition einer Menge immer bereits ein passendes induktives Beweisprinzip ,,mitgelie-
fert“ bekommt. So stellt etwa der induktive Aufbau der natiirlichen Zahlen sicher,
dass wir induktive Beweise iiber die Menge der natiirlichen Zahlen fiihren kénnen.
Da sich jedoch nicht nur Zahlen, sondern auch andere Objekte wie etwa Funktio-
nen, Graphen oder formale Sprachen induktiv definieren lassen, ist das Konzept der
mathematischen Induktion keineswegs auf Zahlenmengen beschrankt. Im folgenden
Abschnitt soll das Grundprinzip induktiver Beweise zunéchst am Beispiel der natiir-
lichen Zahlen verdeutlicht werden. In Abschnitt werden wir dann eine weitere
Form induktiver Beweise kennenlernen, die in dhnlicher Form auch bei der Untersu-
chung logischer Systeme eine wichtige Rolle spielt.

2.4.2 Induktion iiber die natiirlichen Zahlen

Die Technik der Induktion tiber die natiirlichen Zahlen wird verwendet, um zu bewei-
sen, dass alle natiirlichen Zahlen n € N eine bestimmte Aussageform P(n) erfiillen.
Die dieser Beweistechnik zugrunde liegende Idee ldsst sich allgemein wie folgt be-
schreiben: Um zu beweisen, dass P(n) fiir alle n € N wahr ist, muss gezeigt werden,
dass die unendlich vielen Aussagen

P(0), P(1), P(2), P(3), P(4), ...

alle wahr sind. Oft erreicht man dies dadurch, dass man P(n) fiir ein beliebiges n € N
beweist und etwas Ahnliches haben wir in den Abschnitten gemacht als wir
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Aussagen fiir alle geraden bzw. ungeraden Zahlen dadurch bewiesen haben, dass wir
gezeigt haben, dass sie fiir eine beliebige gerade bzw. ungerade Zahl wahr sind. In
vielen Féllen ist dieses Vorgehen jedoch duflerst umsténdlich und nicht selten kommt
man auf diese Weise auch gar nicht zum Ziel.

Bei einem Induktionsbeweis wird stattdessen die Tatsache ausgenutzt, dass sich
jede natiirliche Zahl durch wiederholte Addition von 1 aus dem Startelement 0 er-
zeugen lésst, dass also die Menge N, wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben,
induktiv durch die folgenden beiden Bedingungen beschrieben werden kann:

(1) 0 ist eine natiirliche Zahl,

(2) Wenn n eine natiirliche Zahl ist, dass ist auch n 4 1 eine natiirliche Zahl.

Um also zu zeigen, dass fiir jede natiirliche Zahl n € N eine Aussage P(n) gilt, ist
es hinreichend, zu beweisen, dass die Aussage fiir das Basiselement 0 gilt und dass
sie, wenn sie fiir eine natiirliche Zahl £ gilt, immer auch fiir deren Nachfolger k + 1
gelten muss. Auf diese Weise wird sichergestellt, dass die Aussage P(n) tatséchlich
fiir jede natiirliche Zahl wahr ist, denn gilt P(0) und folgt fiir jede natiirliche Zahl &k
aus P(k) immer auch P(k+ 1), so ergibt sich die Wahrheit der allgemeinen Aussage
Vn € NP(n) aufgrund des entstehenden ,Dominoeffekts*: Da P(0) wahr ist, ist
auch P(1) wahr, da P(1) wahr ist, ist auch P(2) wahr usw. Insgesamt folgt, dass
die unendlich vielen Aussagen

P(0), P(1), P(2), P(3), P(4), ...

tatséchlich alle wahr sind, dass also P(n) fur alle n € N gilt.

Ebendiese Uberlegung liegt dem Beweisprinzip der Induktion iiber die natiirlichen
Zahlen zugrunde: Will man beweisen, dass P(n) fiir jedes n € N wahr ist, so zeigt
man zunéchst, dass P(0) wahr ist und beweist dann, dass fiir jedes k¥ € N die
Implikation P(k) = P(k+ 1) gilt. Insgesamt miissen bei dieser Beweismethode also
die folgenden beiden Aussagen bewiesen werden:

(1) P(0),
(2) Vk € N(P(k) = P(k+1)).

Der erste Teil eines solchen Induktionsbeweises, der Beweis von P(0), wird als Induk-
tionsanfang bezeichnet. Den zweiten Teil, der Beweis von Vk € N (P(k) = P(k+1)),
bezeichnet man als Induktionsschritt. Im Induktionsschritt wird angenommen, dass
P(k) fiir ein beliebiges k € N wahr ist und dann gezeigt, dass unter dieser Voraus-
setzung auch P(k+1) gelten muss. Folglich besteht der Induktionsschritt selbst wie-
derum aus zwei Teilen: Der erste Teil, die Annahme, dass P(k) fiir beliebiges k € N
wahr ist, wird als Induktionsvoraussetzung bezeichnet. Im zweiten Teil, dem Induk-
tionsschluss, leitet man dann aus der Induktionsvoraussetzung die Aussage P(k+1)
her (dieser zweite Teil wird manchmal etwas irrefiihrend ebenfalls als , Induktions-
beweis" bezeichnet; wir benutzen den Namen ,, Induktionsbeweis” hier jedoch nur fiir
den kompletten Beweis bestehend aus dem Induktionsanfang und dem Induktions-
schritt). Ein induktiver Beweis iiber die natiirlichen Zahlen folgt also normalerweise
dem folgenden Grundschema:
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Um eine Aussage der Form Vn € N P(n) zu beweisen, geniigt es, die folgenden
Schritte abzuarbeiten:
(1) Induktionsanfang: Man beweist, dass die Aussage P(0) gilt.
(2) Induktionsschritt:
(2.1) Induktionsvoraussetzung: Man nimmt an, dass die Aussage P(k) fiir
ein beliebiges £ > 0 wahr ist.
(2.2) Induktionsschluss: Man beweist mit Hilfe der Induktionsvorausset-
zung, dass die Aussage auch fiir den Nachfolger von k gilt, dass also
P(k + 1) ebenfalls wahr ist.

Bevor wir uns einigen Abwandlungen dieses Grundschemas zuwenden, wollen wir
die Beweistechnik der Induktion iiber die natiirlichen Zahlen an einem Beispiel ver-
deutlichen und einen induktiven Beweis fiir die folgende Aussage fiihren:

Lemma 2.4.3 (Gausssche Summenformel). Fiir alle n € N gilt

1
0+1+2+3+...+n=@.

In Worten besagt Lemma [2.4.3] dass die Summe der natiirlichen Zahlen von 0 bis

n immer
n(n+ 1)
2

entspricht. Um einen Induktionsbeweis fiir diese Behauptung zu finden, kénnen wir
uns an obigem Grundschema orientieren und uns zunéchst iiberlegen, welche Aus-
sagen wir in den einzelnen Schritten zu beweisen haben und wie wir dabei vorgehen
kénnen.

(1) Induktionsanfang: Im ersten Schritt, dem Induktionsanfang, miissen wir zei-
gen, dass die Aussage fiir das Startelement 0 gilt. In unserem Beispiel hat die
zu beweisende Aussage die Form

1
0+1+2+3+...+n:@

und im Fall n = 0 bedeutet dies nichts anderes als

0= 0-(0+ 1)_
2
Da es sich hierbei um eine offensichtlich wahre Aussage handelt, haben wir nun
gezeigt, dass die Behauptung tatsdchlich fiir 0 gilt. Der Induktionsanfang ist
somit abgeschlossen.

(2) Induktionsschritt: Der Induktionsschritt besteht aus zwei Teilen, namlich der
Induktionsvoraussetzung und dem Induktionsschluss. In der Induktionsvoraus-
setzung miissen wir annehmen, dass die Aussage aus Lemma fir eine be-
liebige natiirliche Zahl £ gilt. Im Induktionsschluss miissen wir dann mit Hilfe
der Induktionsvoraussetzung zeigen, dass die Behauptung auch fiir den Nach-
folger von k, also fiir k 4+ 1 wahr ist. Bezogen auf unser Beispiel konnen wir die
Induktionsvoraussetzung und den Induktionsschluss also wie folgt formulieren:
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(2.1)

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, es gilt

k(k+1)
2
fiir eine beliebig gewihlte natiirliche Zahl k£ € N.

Induktionsschluss: Wir miissen nun mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
zeigen, dass die Behauptung auch fiir k£ + 1 gilt, dass also

(k+1)((k+1)+1)
2

O+1+2+...+k=

0+1+2+...+k+(k+1)=

eine wahre Aussage ist.

Wir stellen zunéchst fest, dass sich die linke Seite dieser Gleichung auch
in der Form (0 +142+ ... 4+ k) + (k + 1) aufschreiben ldsst, dass also
0-+1+2+. . .+k-+(k+1) nichts anderes ist als die Summe von 0+1+2+. . .4k
und (k+1). Nach der Induktionsvoraussetzung gilt aber fiir & die Gleichung

k(k+1
0+1+2+...+k:%.
Wir konnen also den Term 0+ 1+ 2+ ...+ &k auch durch EE+1) ersetzen.

2
Wenden wir dies auf die linke Seite der zu beweisenden Gleichung an, so

erhalten wir

O+1+4+...4k+k+1)=0+1+...+k)+(k+1)
k(k+1)

===+ (k).

Nun sind wir bereits fast am Ziel, allerdings miissen wir noch zeigen, dass
die rechte Seite dieser Gleichung tatséchlich dasselbe ist wie

(k+1)((k+1)+1)
5 .

Wir erreichen dies durch die folgenden Umformungsschritte:

M—i—(/{:—l—l)
k;(k;2+ 1) N 2(l<;2+ 1)
(k+1)(k+2)
2
(k+1)((E+1)+1)
5 :

Damit ist das Ziel unseres Beweises erreicht, denn wir haben aus der In-
duktionsvoraussetzung, also der Annahme, dass die Aussage aus Lemma
fiir ein beliebiges k € N gilt, gefolgert, dass sie dann auch fiir den
Nachfolger von k, also fiir k£ + 1 gelten muss. Insgesamt haben wir im In-
duktionsschritt also fiir ein beliebig gewéhltes & € N gezeigt, dass aus der
Annahme

O+1+...+k+(k+1)=

k(k+1)

O+1+...+k= 5
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auch die Aussage
(k+1D)((k+1)+1)
2

folgt. Zusammen mit dem Induktionsanfang ergibt sich daraus nun, dass
die Gleichung

O+1+...+k+(k+1) =

n(n+1)
2

tatséchlich fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gelten muss.

0O+1+2+43+...+n=

Es ist ratsam, sich noch einmal genau zu iiberlegen, was wir in den einzelnen
Schritten dieses Induktionsbeweises getan haben und wie sich daraus die Wahrheit
der allgemeinen Aussage aus Lemma [2.4.3] ergibt. Beim endgiiltigen Aufschreiben
von Induktionsbeweisen sollte man darauf achten, die Struktur des Beweises trans-
parent zu machen, indem gekennzeichnet wird, welche Teile des Beweises zum Induk-
tionsanfang, welche zur Induktionsvoraussetzung und welche zum Induktionsschluss
gehoren. Unseren Induktionsbeweis fiir Lemma [2.4.3] kénnen wir beispielsweise in
der folgenden Form aufschreiben.

Beweis zu Lemma[2.4.5 Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber die na-
tiirlichen Zahlen.
Induktionsanfang: Die Behauptung ist wahr fiir n = 0, denn es gilt

L 0-(0+1)

Induktionsschritt: Es sei nun k > 0 eine beliebige natiirliche Zahl.
Induktionsvoraussetzung: Fiir k gelte die Aussage

k(k+1)
—

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass die Behauptung auch fiir den Nachfolger k + 1
von k wahr ist, also die Gleichung

O+1+2+...+k=

(k+1((k+1)+1)
2

O+1+2+... +k+(k+1) =
gilt. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung erhalten wir:

O+1+2+...+k+(k+1)=0+1+2+...4+k)+(k+1)

_ @ bkt (Nach Ind.-Vor.)
k(k; 1) N 2(k2+ 1)
k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)((k+1)+1)

2
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In der mathematischen Praxis ist es zuweilen von Vorteil, das hier besprochene
Grundschema der Induktion iiber die natiirlichen Zahlen ein wenig abzuwandeln.
Besonders héufig kommen dabei die folgenden Induktionsvarianten zum Einsatz:

e Induktion mit abweichendem Induktionsanfang: Oft will man nicht nur Aus-
sagen der Art ,Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt P(n)“, sondern auch
Aussagen wie etwa ,,Fiir alle n € N mit n > m gilt P(n)* per Induktion bewei-
sen. In diesem Fall muss man im Induktionsanfang den Fall n = m (anstelle
von n = 0) betrachten und fiir den Induktionsschritt ein beliebiges £ > m
wiéhlen.

o Starke Induktion: Manchmal ist es notig, die Induktionsvoraussetzung ein we-
nig stérker zu formulieren. Statt also anzunehmen, dass P(k) fiir ein belie-
biges £ € N gilt, nimmt man in diesem Fall an, dass P(m) fiir alle m € N
mit 0 < m < k gilt (dass die zu beweisende Aussage also fiir alle natiirlichen
Zahlen bis einschlieBlich k& wahr ist). Diese Variante der Induktion iber die
natiirlichen Zahlen wird als starke Induktion bezeichnet.

o Induktion mat gréfserer Schrittweite: Zuweilen ist es hilfreich, die Schrittweite
im Induktionsschritt zu vergrofiern, also nicht von P(k) auf P(k+ 1), sondern
von P(k) auf P(k + s) fir eine natiirliche Zahl s > 1 zu schlieBen. Um in
diesen Fillen sicherzustellen, dass die Behauptung dann trotzdem noch fiir
alle n € N gilt und nicht nur fiir jede s-te natiirliche Zahl, miissen bei die-
ser Variante im Induktionsanfang die ersten s natiirlichen Zahlen betrachtet
werden (Beispiel: Man konnte im Induktionsanfang zunéchst zeigen, dass die
zu beweisende Behauptung fiir die ersten drei natiirlichen Zahlen gilt, dass
also P(0), P(1) und P(2) wahr sind. Dann geniigt es, im Induktionsschritt zu
zeigen, dass fiir alle £ € N die Implikation P(k) = P(k + 3) gilt, denn P(3)
wiirde dann aus P(0) folgen, P(4) aus P(1), P(5) aus P(2) usw.). Ein solches
Vorgehen ist beispielsweise in Aufgabe notig.

2.4.3 Weitere Induktionsverfahren

Obwohl es sich bei der Induktion iiber die natiirlichen Zahlen um das wohl bekann-
teste induktive Beweisverfahren handelt, ist die Beweismethode der mathematischen
Induktion keineswegs auf die Menge der natiirlichen Zahlen beschrinkt. Vielmehr
lassen sich Induktionsbeweise immer dann anwenden, wenn die Objekte, iiber die
man eine Aussage beweisen mochte, induktiv definiert werden kénnen. Um ein Ge-
fiihl fir die vielfdltigen Anwendungsmoglichkeiten induktiver Beweisverfahren zu
bekommen, wollen wir in diesem Abschnitt eine weitere Form induktiver Beweise
betrachten, die auf dhnliche Weise auch in der Untersuchung logischer Systeme eine
wichtige Rolle spielt.

Wir fithren zu diesem Zweck zunéchst ein paar Begriffe ein. Wie wir in den zuriick-
liegenden Abschnitten gesehen haben, werden mathematische Beweise iiblicherweise
umgangssprachlich aufgeschrieben. Formale logische Systeme zeichnen sich hingegen
dadurch aus, dass in ihnen auf die Verwendung umgangssprachlicher Ausdriicke ver-
zichtet und stattdessen eine formale Sprache verwendet wird. Eine solche formale
Sprache ist im Grunde nichts anderes als eine Menge von Zeichenketten iiber einem
genau festgelegten Alphabet von Grundsymbolen. Unter einem Alphabet versteht
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man dabei eine endliche Menge, deren Elemente auch als Buchstaben bezeichnet
werden. Es wird also die folgende Definition zugrunde gelegt:

Definition 2.4.4 (Alphabet). Ein Alphabet ¥ ist eine endliche Menge. Ist ¥ eine
Alphabet, so bezeichnen wir die Elemente von X als Buchstaben.

Alphabete, die vermutlich jeder schon einmal kennengelernt hat, sind zum Beispiel

die folgenden endlichen Mengen:

(1) Das lateinische Alphabet ¥y = {a,b,c,d,e, f ..., x,y,z},

(2) Das griechische Alphabet 39 = {c, B,7,0,€6,(, ..., x, ¥, w},

(3) Das Morsealphabet X3 = {-, —}.

Die Symbole innerhalb eines Alphabets kénnen zu Zeichenketten oder Wortern
(engl. strings) zusammengesetzt werden. Dabei handelt es sich um endliche Folgen
von Buchstaben eines Alphabets. Beispielsweise kénnen wir aus den Buchstaben des
lateinischen Alphabets Y, die Worter ,logik”, ,,jena* oder auch ,bggdrsn® bilden.
Aus den Buchstaben des Morsealphabets Y3 ldsst sich etwa das Wort, -+ - — — — - - -«
(,508%) zusammensetzen.

Eine Sonderstellung nimmt das sogenannte leere Wort ein, das mit A bezeichnet
wird und dasjenige Wort ist, das gar keine Buchstaben enthélt (es handelt sich also
um eine Buchstabenfolge der Liange 0). Hiangt man das leere Wort A rechts oder
links an ein Wort w an, so ist das resultierende Wort immer identisch mit w, es gilt
also fiir alle Worter w die Aussage wA = w = Aw Die Menge aller Worter iiber
einem gegebenen Alphabet ¥ wird die Kleenesche Hiille von ¥ genannt und mit >*
bezeichnet. Sie ldsst sich induktiv wie folgt definieren:

Definition 2.4.5 (Kleenesche Hiille). Sei ¥ ein Alphabet. Die Kleenesche Hiille ¥*
von Y ist die Menge aller Worter iiber dem Alphabet ¥ und ist induktiv definiert
durch:

(1) Das leere Wort A liegt in X,

(2) Wenn w € ¥* ein Wort ist und = € 3 ein Buchstabe, dann liegt auch wx in ¥*.

Machen wir uns zunéchst klar, wie diese induktive Definition der Menge ¥* zu
verstehen ist. Als Basisobjekt der Menge ¥* haben wir in Punkt (1) das leere Wort A
angegeben. Aus dem leeren Wort konnen nach Punkt (2) nun sukzessive alle anderen
Elemente aus X* erzeugt werden, indem man rechts an ein bereits erzeugtes Wort
w € ¥* einen Buchstaben z aus dem Alphabet ¥ anhéngt.

Betrachten wir zur Veranschaulichung das zweielementige Alphabet ¥ = {a,b}.
Nach Punkt (1) enthélt die Kleenesche Hiille ¥* zunéchst als Basisobjekt das leere
Wort A, d.h. es gilt A € ¥*. Wihlen wir nun einen Buchstaben aus 3, etwa a, und
héngen wir diesen rechts an A an, so erhalten wir das Wort Aa bzw. a, das nach
Punkt (2) ebenfalls in ¥* liegt, d.h. es gilt @ € ¥*. Nun kénnen wir wieder einen
Buchstaben wéhlen, zum Beispiel b, und diesen rechts an das Wort a anhédngen. Auf
diese Weise erhalten wir das Wort ab, das aus zwei Buchstaben besteht und nach
Punkt (2) wieder in ¥* liegt. Wir kénnen diese Prozedur beliebig lange fortsetzen
und so immer komplexere Worter iiber dem Alphabet 3 bilden. Neben a und ab
erhalten wir so etwa auch die Worter aa, bba, aba und abababbbaaa.

Wie bereits in Abschnitt angemerkt wurde, konnen induktive Beweisver-
fahren immer dann angewendet werden, wenn die Objekte, {iber die eine Aussage
bewiesen werden soll, selbst induktiv aufgebaut sind, also vermittels einer induktiven
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Definition beschrieben werden kénnen. Da wir die Kleenesche Hiille >* eines Alpha-
bets induktiv definiert haben, sollte es uns nun moglich sein, den induktiven Aufbau
der Worter iiber einem Alphabet zu nutzen, um Aussagen iiber alle Elemente von
>* induktiv zu beweisen.

Wie jedoch koénnte ein solcher Induktionsbeweis fiir eine Aussage der Form Vu €
¥* P(u) aussehen? Um dies herauszufinden, sollten wir noch einmal unsere induktive
Definition von ¥* betrachten und uns iiberlegen, welche Form der Induktionsanfang,
die Induktionsvoraussetzung und der Induktionsschluss eines solchen Beweises haben
miussen.

Grundsatzlich gilt dabei, dass die jeweiligen Basisobjekte einer induktiv definier-
ten Menge im Induktionsanfang betrachtet werden sollten. In Definition haben
wir als einziges Basisobjekt der Menge X* das leere Wort A angegeben. Wollen wir
also mittels Induktion zeigen, dass eine Aussageform P(u) fiir jedes u € X* gilt, so
sollten wir im Induktionsanfang zunéchst den Fall u = A\ betrachten und beweisen,
dass P(\) eine wahre Aussage ist.

Die in einer induktiven Definition genannten Erzeugungsregeln, mit denen aus
den Basisobjekten weitere Objekte erzeugt werden koénnen, entsprechen dem In-
duktionsschritt eines Induktionsbeweises. In Definition haben wir als einzige
Erzeugungsregel die Vorschrift

Wenn w € ¥* ein Wort ist und x € X ein Buchstabe, dann liegt auch wz in »*

angegeben. Aus den Elementen von ¥* kénnen also nur dadurch neue Worter gebil-
det werden, dass rechts an ein bereits gebildetes Wort w ein Buchstabe x aus dem
Alphabet ¥ angehéngt wird. Koénnen wir somit zeigen, dass fiir alle Worter w € X*
und fiir alle Buchstaben = € ¥ die Implikation P(w) = P(wz) gilt, so folgt offen-
bar, dass P(u) fiir alle u € ¥* gilt, dass also die allgemeine Aussage Yu € ¥* P(u)
wahr ist (vorausgesetzt natiirlich, dass P(\) wahr ist). In der Induktionsvorausset-
zung sollten wir daher ein beliebiges Wort w € ¥* wéhlen und annehmen, dass P(w)
gilt. Im Induktionsschluss miissen wir dann mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
zeigen, dass auch die Aussage P(wx) fiir jeden Buchstaben = € ¥ gilt.

Wir fassen unser Induktionsprinzip fiir die Menge ¥* noch einmal in folgendem
Grundschema zusammen:

Will man zeigen, dass eine Aussage der Form Yu € ¥* P(u) gilt, so geniigt es,
die folgenden Schritte abzuarbeiten:
(1) Induktionsanfang: Man beweist, dass die Aussage fiir das leere Wort A
gilt, dass also P(\) wahr ist.
(2) Induktionsschritt:
(2.1) Induktionsvoraussetzung: Man nimmt an, dass die Aussage P(w) fiir
ein beliebiges Wort w € ¥ gilt.
(2.2) Induktionsschluss: Man beweist mit Hilfe der Induktionsvorausset-
zung, dass auch die Aussage P(wx) fiir alle Buchstaben z € ¥ gilt.

Man beachte, dass sich dieses Grundschema induktiver Beweise fiir >* unmit-
telbar aus der induktiven Definition von ¥* ergibt und gewissermafien derselben
Struktur folgt. Diese sehr niitzliche Eigenschaft induktiver Definitionen lésst sich
auch ganz allgemein als Faustregel festhalten: Wann immer eine Menge induktiv
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definiert wurde, lédsst sich aus der jeweiligen induktiven Definition ein passendes
induktives Beweisprinzip fiir die Menge ableiten.

Bevor wir ein Beispiel fiir einen Induktionsbeweis iiber ¥* betrachten, soll zu-
néchst der Begriff der Ldnge eines Wortes u € ¥* eingefiihrt werden. Diese wird
mit |u| bezeichnet und entspricht der Anzahl der Buchstabenvorkommen in u. Ist
beispielsweise 3 das zweielementige Alphabet {a, b} und ist u € ¥* das Wort ababba,
so gilt |u| = |ababba| = 6. Ebenso wie die Menge >* selbst, kann auch die Lénge
eines Wortes induktiv definiert werden. Dabei kann man den induktiven Aufbau
der Worter aus ¥* ausnutzen und sich bei der Definition von |u| auf die folgenden
Angaben beschranken:

(1) Man definiert den Begriff der Linge zunéchst fir das Basiselement . Da das
leere Wort keine Buchstaben enthélt, kénnen wir ihm die Lange 0 zuweisen, also
|A| := 0 setzen.

(2) Man gibt an, wie sich die Lénge eines Wortes der Form wz mit w € ¥* und z € ¥
aus der Lange von w ergibt. Da alle Buchstabenvorkommen von w auch in wx
enthalten sind und wx daneben noch ein weiteres Vorkommen des Buchstabens
x enthélt, kénnen wir die Lénge von wzx durch |wz| := |w| + 1 definieren (in
Worten: Die Lénge eines Wortes wx entspricht der Liange von w plus Eins).

Die induktive Definition der Lénge eines Wortes kann zusammengefasst wie folgt
aufgeschrieben werden.

Definition 2.4.6 (Lénge eines Wortes). Sei ¥ ein Alphabet und sei u € ¥* ein Wort

iiber 3. Die Ldinge von u wird mit |u| bezeichnet und ist induktiv definiert durch:

(1) Das leere Wort A hat die Lange 0, d. h. es gilt |A| := 0,

(2) Ist w € ¥* ein Wort und = € ¥ ein Buchstabe, so ist die Lénge von wz definiert
durch |wz| = |w| + 1.

Mit Hilfe unseres Induktionsprinzips fiir ¥* und der induktiven Definition der
Wortlédnge konnen wir nun einen Induktionsbeweis fiir die folgende Aussage fiihren.

Lemma 2.4.7. Sei X ein Alphabet. Fiir alle Worter u, v € X* gilt |uv| = |u| + |v].

Um diese Behauptung mittels Induktion zu beweisen, miissen wir uns zunéchst
iiberlegen, wie wir das oben dargestellte Grundschema induktiver Beweise iiber ¥*
auf die Aussageform |uv| = |u| 4 |v| iibertragen konnen. Es bietet sich hier an,
nur den induktiven Aufbau des Wortes v zu beriicksichtigen und u einfach als ein
beliebiges, fest gewidhltes Wort zu betrachten. Bezeichnen wir mit P(v) also die
Aussageform Yu € ¥* (|uv| = |u| + |v]), so beweisen wir mittels Induktion iiber ¥*,
dass die Aussage P(v) fiir jedes v € ¥* gilt. Machen wir uns ein paar Gedanken zu
den einzelnen Beweisschritten:

(1) Induktionsanfang: Im Induktionsanfang miissen wir zeigen, dass die Behaup-
tung fiir das leere Wort gilt, dass also fiir v = A die Aussage Yu € ¥* (Juv| =
|u] + |v|) wahr ist. Wir wihlen fiir u ein beliebiges Wort aus ¥* und nehmen an,
dass v = A gilt. Nach unserer Definition der Wortlinge ist dann |v| = |A| = 0.
Daraus ergibt sich die Gleichung

uv] = [uAl = fu] = Ju| + 0 = |u| + |A] = |u] + |v].
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(2) Induktionsschritt:

(2.1) Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass die Aussage Vu € ¥* (Juw| =
|u| + |w]) fiir ein beliebiges w € ¥* gilt.

(2.2) Induktionsschluss: Im Induktionsschluss miissen wir mit Hilfe der Indukti-
onsvoraussetzung zeigen, dass fiir jedes Wort u € ¥* und fiir jeden Buch-
staben z € ¥ die Behauptung |u(wz)| = |u| + |wz| gilt. Mit Hilfe der De-
finition der Wortldnge erhalten wir zunéichst |u(wz)| = |uwz| = |uw| + 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt nun |uw| = |u| + |w|. Durch Einsetzen
kommen wir auf |u(wz)| = |uw|+1 = |u|+ |w|+ 1. Da nach Definition der
Wortliange |w| + 1 = |wz| gilt, gelangen wir zu |u(wzx)| = |u| + |w| + 1 =
|u| + |wz|, womit der Induktionsschritt abgeschlossen ist.

Wir kénnen den kompletten Induktionsbeweis noch einmal in der folgenden Form
aufschreiben:

Beweis zu Lemma[2.].7] Es seien ¥ ein Alphabet und u,v € ¥* beliebige Worter
iiber X. Wir beweisen die Behauptung mittels Induktion iiber den Aufbau von v.
Induktionsanfang: Sei v = A. Unter Ausnutzung von |A| = 0 erhalten wir dann

uv| = [ud] = [uf = Ju] +0 = fu] + [A] = |u] + [v].

Induktionsschritt: Sei nun w € X* ein beliebiges Wort iiber X.
Induktionsvoraussetzung: Fiir w gelte die Aussage |uw| = |u| + |w].
Induktionsschluss: Wir miissen zeigen, dass fiir jeden Buchstaben x € ¥ die Aussage
|u(wz)| = |u| + |wx| gilt. Sei also x € ¥ ein beliebiger Buchstabe aus 3. Dann gilt:

ju(w)] = Juwal
= |uw| + 1 (nach Def. [2.4.6)
= |u| + Jw| + 1 (nach Ind.-Vor.)

= |u| =+ |wq}| (nach Def. ’

Aufgaben

2.4.1 Beweisen Sie folgende Aussagen mittels Induktion iiber die natiirlichen Zahlen:

Fiir alle n € N ist n? + n eine gerade Zahl.

)
)
c)
d) v/n-n>/n+nfir alle n € N mit n > 4.
e)
f) Ist € R eine reelle Zahl, dann gilt (1 + )" > 1 + nz fiir alle n € N.

2.4.2 Fiihren Sie einen Induktionsbeweis fiir die folgende Behauptung: Jeder Geld-
betrag von mindestens 4 Cent kann allein mit Zwei- und Fiinfcentmiinzen bezahlt
werden.
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2.4.3 Zeigen Sie mittels Induktion, dass sich jede natiirliche Zahl n € N mit n > 8
als Summe von Dreien und Fiinfen schreiben lasst.

2.4.4 Gegeben sei ein Schachbrett mit Seitenldnge 2" fiir n > 1, aus dem ein belie-
biges Feld entfernt wurde. Zeigen Sie per Induktion iiber n, dass man die (2"-2" —1)
verbleibenden Felder vollstindig mit L-formigen Steinen bedecken kann. Dabei wird
angenommen, dass ein L-férmiger Stein immer genau drei Felder des Schachbretts
bedeckt.

2.4.5 Wir betrachten das zweielementige Alphabet ¥ = {a, b}. Ist u € ¥* ein Wort
iiber X, so bezeichnen wir mit |u|, die Anzahl der a’s in u und mit |u|, die Anzahl
der b’s in u. Geben Sie induktive Definitionen fiir |ul, und |uls.

2.4.6 Sei ¥ das Alphabet {a, b}. Benutzen Sie Ihre induktive Definition von |u|, und
|u|p, um einen Induktionsbeweis fiir die folgende Behauptung zu fithren: Fiir jedes
Wort u € ¥* gilt |u| = |ulq + |ulp.
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3 Losungen zu den Aufgaben

Losungen zu Kapitel

1.1.1 Wir schreiben ,n | m* fiir ,n ist ein Teiler von m*. Die genannten Aussagen

konnen dann wie folgt analysiert werden:

a) ,(3]6)&(3]9) & (3]10)“. Da 3| 10“ eine falsche Aussage ist, ist die gesamte
Konjunktion falsch.

b) ,,(15]45) = ((1|45) & (3 |45) & (5| 45) & (15| 45))“. Da der hintere Teil der
Implikation wahr ist, ist die Aussage insgesamt wahr.

c) ,(314) | (31]5) ] (3]6)“ Da ,3|6“wahr ist, ist die gesamte Disjunktion wahr.

d) (22 =4) & ((—2)* = 4)“. Da beide Glieder der Konjunktion wahr sind, ist die
Aussage wahr.

e) ,(1>2)&(1<5)=(2>3)&(2<6))" Da,(l>2)& (1 <5)"eine falsche
Aussage ist, ist die Implikation wahr.

1.1.2
a) Wie sich aus folgender Wahrheitstafel ablesen lésst, ist die Aussage (P || Q) &
(~P || ~Q) kontingent:

PlQ|(PQ)& (~P]~Q)
W W F
W F W
Flw W
F|F F

b) Die Aussage (P || Q) || (~P || ~Q) ist eine Tautologie.
c) Die Aussage (P || Q) & (~P & ~@Q) ist eine Kontradiktion.
d) Die Aussage (P & (Q || ~R)) || (~P || R) ist eine Tautologie.

1.1.3 Um zu zeigen, dass die jeweiligen Aussagen dquivalent sind, geniigt es zu zei-
gen, dass sie in jeder Zeile der Wahrheitstafel denselben Wahrheitswert besitzen. Die
folgenden Wahrheitstafeln zeigen, dass dies tatséchlich fiir die genannten Aussagen
der Fall ist:

a)

P|(P&P)

W W

F| F
b)

P (PP

W W

F| F



PlQ|R|P&@QIR [(P&Q | (PER)
wWiw | W W w
Wiw | F w w
Wi F | W w w
Wil F | F F F
F|{W | W F F
F|W| F F F
F\|F|W F F
F|F | F F F
Q)
PlQ|R|PIQ&R) | (P]Q & PR
Wi lWwW | W %74 w
wi iw | F w w
Wi F | W w w
Wi\ F | F W w
FIW | W W W
FIW|F F F
F | F | W F F
F | F | F F F
)
PlQ|P&(P|Q)
w W W
W | F w
F | W F
F | F F
f)
PlQ|P|(P&Q
Wi Ww w
W | F w
F W F
F | F F
1.1.4

a) Die Verkniipfung | entspricht dem umgangssprachlichen ,Weder. .. noch. . .“.

b) Esist ~(P | Q) =P | Q.

c) Esgilt (~P & ~Q) = (P Q).

d) Esist ~P = (P | P), (P& Q) = LQLQ). (PIQ=(PLQ) L
(PLQ)und (P=Q)=((PLP)LQ)L((PLP) Q).

1.1.5
a) P 1 @ hat die folgende Wahrheitstafel:

S ISl
o =m0

b) Esist ~(P & Q)= (P 1 Q).
) Bs gilt (~P || ~Q) = (P1 Q).
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d) Esgilt ~P = (Pt P), (P& Q)= 1
(Q1TQ)und (P=Q)=(((PTP)T(PTF)T(Q

1.1.6
a) Wir nehmen an, P ist eine Tautologie, d. h. P besitzt in jeder Zeile der entspre-
chenden Wahrheitstafel den Wert ,,WW*. Dann erhalten wir fiir P & @ und P || @
die folgende Wahrheitstafel:
PlQ|P&Q|P|Q
W W w w

W | F F w

Wie sich aus der Tafel ablesen lidsst, hat P & () denselben Wahrheitswertverlauf
wie @ und P || @ denselben Wahrheitswertverlauf wie P. Folglich gilt (P & Q) =
Q und (P | Q) =

b) Nach Aufgabenteil a) gilt (P || @) = P fiir jede Tautologie P. Ist P also eine
beliebige Tautologie (z.B. @ || ~@Q), so sind die Aussagen P || @Q, P || (Q &
Q), P | (Q & Q) & Q) usw. allesamt dquivalent zu P und damit ebenfalls
Tautologien. Folglich gibt es unendlich viele Tautologien.

c) Nach Aufgabenteil b) gibt es unendlich viele Tautologien. Da die Negation einer
Tautologie immer eine Kontradiktion ist, gibt es folglich auch unendlich viele
Kontradiktionen.

1.1.7

a) P | ~Q

b) ~P || ~Q oder auch ~(P & Q)
c) (P[lQ)&~(P&Q)

1.2.1 Wir schreiben im Folgenden z | y fiir die Aussageform 3z(z € Z& y =z - 2),
was so viel bedeutet wie ,x ist ein Teiler von y“. Die genannten Aussagen kénnen
dann wie folgt aufgeschrieben werden:
a) (reZ)&(yel) & (x]|y).
b) (zeP)= ((1|x) & (z]|x) &~Fy((y | z) &~(y=1
c) Ve((z € Z) = (z € Q) & y((y € Q) & ~(y € Z)).
d) Jz((z € Z) & Vy((y € N) = (z <y))).

1.2.2

a) Die Aussage ist wahr, denn fiir jede Zahl x € M gibt es die Zahl z € M, fiir die
offensichtlich = = z gilt.

b) Die Aussage ist falsch, denn da die Menge M mehr als ein Element enthélt, gibt
es fiir jede Zahl = € M eine Zahl y, so dass ~(z = y) gilt.

¢) Die Aussage ist wahr, denn da die Aussage aus b) falsch ist, ist deren Negation
~3xVy(x = y) wahr. Durch zweimalige Anwendung der Quantorendualitéit (Satz
folgt daraus die Aussage Vrdy~(x = y).

d) Die Aussage ist falsch, denn wie sich mittels Quantorendualitit zeigen lasst, ist
sie zu der Negation von a) dquivalent.

1.2.3 Es gilt:

a) 0 ={x|~(z =)}

b) ANB={x|(x € A) & (v € B)}.
c) AUB={x|(x€ A) | (x € B)}.
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d)

A-B={z|(xeA) &~(zeB)}.

1.2.4 Es gilt:

a)
b)
c)

d)

e)
f)
g)
h)

ANB={z|zcA&kreB}={zx|zeB&rec A} =BnA.

AUB={z |z € A||lzeB}={z|zeB|xe€ A} =BUA.
AN(BNC)={z|zecA&krzeBnC}l={z|rzcA&k(zeB&xec()}=
{z|(zeA&rxeB)&kreCl={z|reAnNB&reC}=(ANB)NC.
AUBUC)={z|zcA||lzeBUC}t={z|zecA|(xeB|zecl)}=
{z|(z€eAlzeB)|lzeC}={zx|z€cAUB|lzeC}=(AUB)UC.
AnNA={z|zcA&krecA}={z|x e A} = A
AUA={z|zcA|lzecA}={z|rzec A} =A
And={z|zeA&kzel}={z|zelA&~ax=a)}={z|~x=2)}=0.
AUD=A{x|zeA|zel}={z|zeA|~xz=x)}={x|xe A} =A.

1.2.5

a)
b)

Die Aussage T' C A lésst sich in der Form Vx((z € T') = (x € A)) ausdriicken.
Da die leere Menge per Definition keine Elemente enthilt, ist x € ( fiir alle
Gegensténde x eine falsche Aussage. Nach Definition der Aussageverkniipfung =
ist (x € ) = (x € A) somit fiir alle x wahr, d. h. es gilt Vz((z € 0) = (x € A)).
Nach a) ist Va((z € ) = (x € A)) nun gleichbedeutend mit ) C A. Da wir A
beliebig gewihlt haben, gilt folglich () C A fiir alle Mengen A.

Offensichtlich ist Vz((x € A) = (x € A)) fiir jede Menge A eine wahre Aussage.
Mit Aufgabenteil a) folgt daraus nun A C A fiir alle A.

Es gilt P(4) = {o | 2 C A} — {o | Vy((y € 2) = (y € A))}.

Nach dem Extensionalitdtsaxiom gilt A = B genau dann, wenn Va(x € A < x €
B) gilt. Zufolge Satz ist ferner (P < Q) < ((P = Q) & (Q = P)) eine
Tautologie. Folglich ist Vz(x € A < x € B) genau dann wahr, wenn Vz((z €
A= 2€B)& (r € B=x¢€ A)) gilt. Nach der Distributivititsregel fiir den
Allquantor (Satz ist dies wiederum dquivalent zu Va(r € A = x € B) &
Vr(r € B = x € A), was nach a) dasselbe bedeutet wie A C B & B C A.

1.2.6

a)

Die Aussagen Vz(P(z) || Q(x)) und Yz P(z) || VzQ(z) sind nicht dquivalent. Sei
P(z) die Aussageform ,x ist eine gerade Zahl* und Q(x) die Aussageform ,z
ist eine ungerade Zahl“. Wéhlen wir als zugrundeliegende Menge M die Menge
N der natiirlichen Zahlen, so ist die Aussage Vz(P(z) || Q(z)) wahr, denn jede
natiirliche Zahl ist entweder gerade oder ungerade. Die Aussage Yz P(z) || VzQ(z)
allerdings ist nicht wahr, denn es stimmt weder, dass alle natiirlichen Zahlen
gerade, noch, dass alle natiirlichen Zahlen ungerade sind.

Die Aussagen dz(P(z) & Q(z)) und JzP(x) & FxQ(z) sind nicht dquivalent. Sei
P(z) wieder die Aussageform ,x ist eine gerade Zahl“ und Q(z) die Aussageform
,T ist eine ungerade Zahl“. Als Grundmenge verwenden wir wieder die Menge N
der natiirlichen Zahlen. Dann ist die Aussage JxP(x) & JzQ(x) wahr, denn es
existiert sowohl eine gerade als auch eine ungerade natiirliche Zahl. Die Aussage
dx(P(x) & Q(z)) ist nun allerdings falsch, denn keine natiirliche Zahl ist sowohl
gerade als auch ungerade.
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Losungen zu Kapitel

2.1.1

a) Sein € Z eine beliebige ungerade Zahl. Dann gibt esein k € Z, so dassn = 2-k+1.
Fiir dieses k gilt dann n? = (2-k+1)-(2-k+1) = 4k* +4k+1 = 2- (2k*+2k) + 1.
Fiir die ganze Zahl m := 2k%+ 2k gilt folglich n? = 2-m+1, d. h. n? ist ungerade.

b) Seien a,b € Z zwei beliebige ungerade Zahlen. Dann gibt es ganze Zahlen s,t € Z,
sodassa =2-s+1und b = 2-t+1 gilt. Daraus folgt a+b = (2s+1)+ (2t +1) =
2s+2t+2=2-(s+t+1). Fir k :=s+t+ 1 gilt somit a +b =2 k. Also ist
a + b gerade.

c¢) Seien a,b,c € 7Z beliebige ganze Zahlen mit a | b und b | ¢. Dann gibt es ganze
Zahlen ki, ky € Z, so dass b = a - ky und ¢ = b - ky. Durch Einsetzen von a - k;
fiir b in ¢ = b - ko erhalten wir ¢ = a - ky - ko. Fiir die ganze Zahl m := ky - ko gilt
folglich ¢ = a-m, d.h. es gilt a | c.

d) Wir nehmen an, dass n eine beliebige ungerade Zahl ist und zeigen, dass n+(n+2)
durch 4 teilbar ist. Sei n € Z ungerade, d.h. es gilt n = 2k + 1 fiir ein k£ € Z.
Dann gilt n+ (n+2) = 2k+ 1)+ (2k+1)+2) =4k +4=4-(k+1). Fir
m =k + 1 gilt somit n 4+ (n + 2) =4 - m und daher 4 | n + (n + 2).

e) Es sei n € Z eine beliebige ganze Zahl, deren letzte Dezimalstelle eine 5 ist. Wir
schreiben im Folgenden ,,z125 . .. 2, fiir die Dezimaldarstellung von n (ist n also
beispielsweise die Zahl 245, so ist m = 3 und es gilt z; = 2, 25 = 4 und z3 = 5).
Nach Voraussetzung ist dann z,, = 5. Sei nun p die Zahl mit Dezimaldarstellung
2129 ... Zm—1. Dann gilt n = 10-p+5=n=5-2-p+5 =5 (2p+5). Fur
k := 2p + 5 erhalten wir somit n = 5 - k. Folglich gilt 5 | n.

2.1.2 Es seien a,b € Q zwei beliebige rationale Zahlen mit a < b. Nach Definition
ny

der rationalen Zahlen gibt es dann ganze Zahlen ny,ny, my, ms € Z, so dass a = —
und b = -2 gilt. Wir setzen ¢ := aT”’ Dann ist

ni o ng
mi s _ nymg + ngmy

2 2m1m2

CcC =

Da offensichtlich sowohl ni;ms +mnomy als auch 2myms ganze Zahlen sind, ist folglich
c eine rationale Zahl. Es bleibt nun nur noch zu zeigen, dass a < ¢ und ¢ < b gilt.

Wegen a < b und ¢ = % gilt zunfichst ¢ < ¢ und ¢ < 2. Aus ¢ < ¢ folgt
2a < 2c¢ und damit @ < ¢. Analog erhalten wir aus ¢ < # zunéchst 2¢ < 2b und
schlieflich ¢ < b. Somit gilt a < ¢ < b fiir ¢ € Q.
2.1.3
a) Seien n, k € N beliebig mit k < n. Es gilt:
ny n!
k) (n—k) -k
n!
n—Fk)!-(n—n+k)!
n!
(n—Fk)!(n—(n—k))!
n!

(n—(n—kK)(n—Fk)!
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("))

b) Seien n, k € N beliebig mit k£ < n. Es gilt:

G2+ (") m oo e

B (n—1)! (n—1)!
m—1-k+1!-(k=1)! (n—1-=Fk)- k!
B (n—1)! (n—1)!
S n=k) (k=1 (n—1—Fk)! k!
B (n—1)!k (n—=Fk)-(n—1)!
=K (k=1D"k (n—Fk)-(n—k-1)! k!
m—D!"k (n—k) - (n—1)!
=R k)
n=-DE+(n—k)-(n—1)!
B (n—k)!- k!
(n—=1!(k+n—k)
(n—Fk)!- k!
(n—1)!-n
(n—Fk)!- k!
n!
T (n—k) Kl

2.2.1

a) Seien a,b,c € Z. Wir nehmen an, es gilt a + ¢ = b+ ¢. Indem wir ¢ auf beiden
Seiten der Gleichung subtrahieren, erhalten wir dann a = b.

b) Seien a,b € Z beliebig. Wir nehmen an, a und b sind nicht teilerfremd, d.h.
es gibt ein ¢ € Z mit ¢ # 1, so dass ¢ | a und ¢ | b gilt. Folglich gibt es Zahlen
m,n € Z mit a = em und b = cn. Daraus ergibt sich a4+b = cm+cn = c-(m+n)
und a — b =cm —cn = c-(m —n), d.h. sowohl a + b als auch a — b ist durch ¢
teilbar. Somit sind a + b und a — b nicht teilerfremd.

c) Sei n € Z beliebig. Wir nehmen an, n ldsst bei der Division durch 3 den Rest 1,
d.h. es gibt ein k € Z, so dass n = 3k + 1 gilt. Dann ist n? = (3k+1)- (3k+1) =
9k + 6k +1 =3 - (3k* +2k) + 1, d. h. n? lisst bei Division durch 3 den Rest 1.

d) Seien m,n € Z beliebig. Wir nehmen an, n { m, d. h. n ist kein Teiler von m. Da
n selbst ein Teiler von n ist, gibt es folglich einen Teiler ¢ von n mit ¢ + m, d. h.
es ist falsch, dass t | m fiir alle Teiler ¢ von n gilt.

e) Sei n € Z beliebig. Wir nehmen an, n ist durch 10 teilbar, d. h. es gibt ein k € Z,
so dass n = 10k. Dann gilt n = 2 - (5k) und 5 - (2k). Folglich ist n sowohl durch
2 als auch durch 5 teilbar.

f) Sei n € Z beliebig. Wir nehmen an, n ldsst bei Division durch 4 den Rest 2,
d.h. es gibt ein k € Z mit n = 4k + 2. Dann gilt n? = (4k + 2) - (4k +2) =
16k* + 16k + 4 = 4 - (4k? 4+ 4k + 1). Somit ist n* durch 4 teilbar.

41



g) Seien n,m,t € Z beliebig. Wir nehmen an, ¢ ist ein Teiler von n und m, d.h. es
gibt ganze Zahlen ki, ko € Z, so dass n = tk; und m = tky. Dann gilt n +m =
thy 4+ tho =t - (k1 + kz). Folglich ist ¢ ein Teiler von n + m.

h) Seien a,b € Z beliebig. Wir nehmen an, es ist falsch, dass eine der Zahlen a und b
gerade und die andere ungerade ist, d. h. entweder a und b sind beide gerade oder
beide ungerade. Sind a und b beide gerade, dann gilt a = 2m und b = 2n fiir ganze
Zahlen m,n € Z und es folgt a+b =2m+2n =2-(m+n), d. h. a+ b ist gerade.
Sind a und b beide ungerade, dann gilt a = 2m+1 und b = 2n+1 fiir ganze Zahlen
m,n € Z. Daraus folgt a+b= (2m+1)+(2n+1) =2m+2n+2 =2-(m+n+1),
d.h. a + b ist abermals gerade.

2.3.1

a) Es sei n € N eine gerade Zahl. Wir nehmen an, /n ist eine natiirliche Zahl und
v/n ist ungerade. Da /n ungerade ist, ist nach Aufgabe auch (y/n)? =n
ungerade. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass n gerade ist.

b) Wir nehmen an, n? ist eine gerade Zahl und n ist ungerade. Dann gibt es ein
k € Z, so dass n = 2k + 1. Daraus folgt n®> = 2k +1)- 2k +1)- 2k + 1) =
8k® 4+ 10k* + 6k +1 = 2- (4k + 5k* + 3k) + 1, d. h. n? ist ungerade. Widerspruch
zu unserer Annahme, dass n® gerade ist!

c¢) Sein € Nund p € P. Wir nehmen an, p | n? und p ist kein Teiler von n. Da p eine
Primzahl ist, besitzt p nur die Teiler 1 und p. Nach Annahme ist p kein Teiler
von n. Folglich haben n und p aufler 1 keinen gemeinsamen Teiler. Nach dem
Lemma von Bézout gibt es nun Zahlen s,t € Z, so dass 1 = sp + tn gilt. Indem
wir beide Seiten der Gleichung mit n multiplizieren, erhalten wir n = nsp + tn?.
Nach unserer Annahme ist n? durch p teilbar, d. h. es gibt ein k& € Z mit n? = pk.
Durch Einsetzen erhalten wir dann n = nsp+tpk = p- (ns+tk), d. h. n ist durch
p teilbar. Widerspruch zu unserer Annahme, dass p kein Teiler von n ist!

2.3.2 Wir nehmen an, /2 ist rational, d.h. es gibt ganze Zahlen m,n € Z, so dass

V2 = 2. Wir konnen dabei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit davon ausgehen,
dass der Bruch ™ bereits vollstindig gekiirzt wurde, d. h. m und n besitzen aufler 1
keinen gemeinsamen Teiler mehr. Es folgt nun

Durch Umformen erhalten wir
m? = 2n?.

Da somit m? eine gerade Zahl ist, muss nun auch m gerade sein, denn wire m
ungerade, so wire auch m? ungerade (vgl. Aufgabe . Folglich gibt es eine
ganze Zahl k € 7Z, so dass m = 2k gilt. Ersetzen wir in obiger Gleichung m durch
2k, so kommen wir auf

2k - 2k = 2n”.
Indem wir beide Seiten der Gleichung durch 2 teilen, erhalten wir

2k* = n?,
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d.h. n? ist eine gerade Zahl und damit auch n. Also sind m und n beide gerade und
folglich durch 2 teilbar. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass m und
n auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben. Also ist V/2 irrational.

2.3.3 Sei p eine Primzahl. Wir nehmen an, ,/p ist rational, d.h. es gibt Zahlen
m,n € Z, so dass \/p = 7. Wir kénnen ohne Beschridnkung der Allgemeinheit
davon ausgehen, dass der Bruch “* bereits vollstéindig gekiirzt ist, d.h. m und n
haben aufler 1 keinen gemeinsamen Teiler. Es gilt nun

Durch Umstellen erhalten wir

m? = pn?,
d.h. m? ist durch p teilbar. Nach Aufgabenteil |c]) aus Aufgabe ist dann aber
auch m durch p teilbar, d. h. es gibt ein k € Z, so dass m = pk. Daraus ergibt sich

P’k = (pk)* = m* = pn®.

Indem wir beide Seiten der Gleichung durch p teilen, erhalten wir

pk* = n?,
d.h. auch n? ist durch p teilbar, woraus mit Aufgabe folgt, dass m durch p
teilbar ist. Dies ist ein Widerspruch, denn nach unserer Annahme besitzen m und n
aufler 1 keinen gemeinsamen Teiler. Folglich ist |/p irrational.

2.3.4 Wir nehmen an, es gibt natiirliche Zahlen, die grofler als 1 sind und fiir die
keine Primfaktorzerlegung existiert. Es sei n € N die kleinste derartige Zahl. Ist n
eine Primzahl, dann ware n selbst bereits eine Primfaktorzerlegung fiir n, was in
Widerspruch zu unserer Annahme steht. Wir konnen also davon ausgehen, dass n
keine Primzahl ist. Dann aber muss n nichttriviale Teiler a,b € N besitzen, d. h. fiir
aund b gilt n = a-b sowie a # 1 und a # n (und folglich auch b # 1, b # n). Nun ist
n nach unserer Annahme die kleinste natiirliche Zahl, die keine Primfaktorzerlegung
besitzt, d. h. alle natiirlichen Zahlen, die kleiner sind als n, kénnen als Produkt von
Primzahlen geschrieben werden. Wegen a # n und b # n gilt a < n und b < n. Also
kénnen wir a und b in der Form

a=ph ceptmund b =gt g
aufschreiben, wobei py, ..., Pm, q1, ..., q Primzahlen sind. Dann aber gilt
n:a-b:plfl-...-pfnm-q?-...-qgs,

d. h. n kann ebenfalls als Produkt von Primzahlen geschrieben werden. Widerspruch!
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2.3.5 Wir nehmen an, es gibt nur endlich viele Primzahlen. Sei pq,ps,...,px ei-
ne vollstdndige Auflistung aller Primzahlen. Wir definieren n als die Zahl n =
p1-Pa-...-pr+ 1. Nach Aufgabe kénnen wir n nun in der Form n = ¢]*-...-¢%*
aufschreiben, wobei ¢, . . ., ¢s Primzahlen sind. Nun ist n aber durch keine der Prim-
zahlen py . .., pi teilbar, denn n ldsst bei der Division fiir jede dieser Zahlen den Rest
1. Also sind die Primfaktoren ¢, ...,qs von n nicht in der Liste p;...,py enthal-
ten. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass py, ..., p. eine vollstindige
Auflistung aller Primzahlen ist. Also gibt es unendlich viele Primzahlen.

2.4.1
a) Induktionsanfang: Es gilt
0-(0+1)(2-0+1)

02=0= .
6

Induktionsschritt: Sei k > 0 beliebig.
Induktionsvoraussetzung: Fiir k gelte 02 + 12 + 22 + ... + k* = w.
Induktionsschluss: Es gilt

P+ 124, +E+ R+ =0 +124+. . + )+ (k+1)
ke (k+1)(2k+1)

= 6 + (E+1)2 (Ind.-Vor.)

23 +3k* +k 6. (k*+2k+1)
= +
6 6
2K+ 9K + 13k +6
B 6
(k* + 3k + 2)(2k + 3)
6
(k+1)(k+2)(2k + 3)
6
(E+1D((k+1)+1)2k+1)+1)
c :

b) Induktionsanfang: Es gilt

0°=0= (%“))2.

Induktionsschritt: Sei k > 0 beliebig.

2
Induktionsvoraussetzung: Fiir k gelte 0 + 13 +23 + ... + k3 = (M> .
Induktionsschluss: Es gilt

P+ B+ k+12=04+ 1+ .+ )+ (k+1)3

_ (M)Q b (k1) (Ind.-Vor.)
_ E*(k+ 1) +4(k+1)3
4
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c)

(K> + 4k + 1)) (k + 1)
4
(R +ak+4)(k+1)?
4
(k +2)%(k + 1)
4
::<@+4xk+m)2
— )

Induktionsanfang: Es ist 4! = 24 > 16 = 2*.

Induktionsschritt: Sei nun k > 4 beliebig.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte k! > 2F.

Induktionsschluss: Es ist (k+ 1)! = k!'- (k + 1). Mit Hilfe der Induktionsvoraus-
setzung folgt nun (k + 1)! = k! (k+1) > 2% . (k+ 1) > 2~ . 2 = 2k+L,
Induktionsanfang: Es gilt vV4-4=2-4=8>6=2+4=+4+4.
Induktionsschritt: Sei nun k > 4 beliebig.

Induktionsvoraussetzung: Fiir k gelte vk - k > Vk + k.

Induktionsschluss: Es gilt

VEFT-(b+1) = VEFT-k+ VEFT
>Vk-k+VEk+1
>VE+k+Vi+1 (Ind.-Vor.)
>k+14+vVEk+1.

Induktionsanfang: Es ist 0% + 0 = 0, also ist 0% + 0 gerade.

Induktionsschritt: Sei nun k > 0 beliebig.

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, k% + k ist eine gerade Zahl, d.h. es
gibt ein m € Z, so dass k? + k = 2m.

Induktionsschluss: Es gilt

(k4+ 12 +k+1=Fk 43k +2
= (K*+k)+2k+2
=2m + 2k + 2 (Ind.-Vor.)
=2 (m+k+1).

Somit ist (k+ 1)* + k + 1 gerade.

Induktionsanfang: Fiir ein beliebiges z € R gilt (1+2)°=1>1=1+0-2z.
Induktionsschritt: Sei nun k € N beliebig.

Induktionsvoraussetzung: Fiir k gelte (1 + z)* > 1 + kx.

Induktionsschluss: Es gilt (1 4+ 2)*! = (1 +2)* - (1+2) > (1 + kx)(1+2) =
1+ (k+ 1)z +ka* > 14 (k+ 1)z
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2.4.2 Induktionsanfang: Ein Geldbetrag von genau vier Cent kann mit zwei Zwei-
centstiicken bezahlt werden.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, ein beliebiger Geldbetrag von k Cent
mit k > 4 lasst sich allein mit Zwei- und Fiinfcentstiicken bezahlen.

Induktionsschluss: Wir zeigen mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung, dass auch
ein Geldbetrag von (k+1) Cent allein mit Zwei- und Fiinfcentstiicken bezahlt werden
kann. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Stiickelung von &£ Cent, die nur
aus Zwei- und Fiinfcentmiinzen besteht. Da nach Voraussetzung k > 4 gilt, muss
diese Stiickelung ein Fiinfcentstiick oder zwei Zweicentstiicke enthalten. Enthélt die
Stiickelung von k ein Fiinfcentstiick, dann entfernen wir es und legen stattdessen
drei Zweicentstiicke hinzu. Auf diese Weise erhalten wir eine Stiickelung fiir (k + 1)
Cent. Enthélt die Stiickelung fiir k£ Cent zwei Zweicentstiicke, dann entfernen wir
diese und legen stattdessen ein Fiinfcentstiick hinzu. Auch in diesem Fall erhalten
wir also eine Stiickelung fiir (kK 4 1) Cent.

2.4.3 Wir miissen zeigen, dass fiir jedes n > 8 zwei natiirliche Zahlen s,t € N
existieren, so dass n = 3s + 5t gilt. Hierzu fithren wir einen Induktionsbeweis mit
Schrittweite 3, d. h. wir zeigen zunéchst, dass die Aussage fiir die ersten drei Zahlen
8, 9 und 10 gilt und beweisen dann, dass sie, falls sie fiir eine Zahl £ > 8 gilt, auch
fiir £ + 3 gelten muss.

Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir 8, 9 und 10, denn esist § =3-1+4+5-1,
9=3-3+5-0und 10=3-0+5-2.

Induktionsschritt: Sei nun k > 8 beliebig.

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, es gibt s,t € N, so dass k = 3s + 5t.

Induktionsschluss: Aus der Induktionsvoraussetzung folgt k£ + 3 = 3s + 5t + 3 =
3(s+ 1) 4 5t. Somit lésst sich k£ 4+ 3 als Summe von Dreien und Fiinfen schreiben.

2.4.4 Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann hat unser Schachbrett die Seitenldnge 2
und besteht aus 4 Feldern. Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit davon
ausgehen, dass das Feld oben rechts entfernt wurde. Offensichtlich kénnen wir dann
die drei verbleibenden Felder mit einem L-férmigen Stein wie folgt bedecken:

Induktionsschritt: Sei nun k > 1 beliebig.

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, wir kénnen ein (2% x 2%)-Schachbrett,
aus dem ein beliebiges Feld entfernt wurde, vollstdndig mit L-férmigen Steinen be-
decken.

Induktionsschluss: Wir betrachten nun ein Schachbrett mit Seitenlinge 25!, We-
gen 281 = 2. 2% besteht das Schachbrett aus vier kleineren Schachbrettern, die
jeweils die Seitenlidnge 2* besitzen. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit an, dass sich das entfernte Feld im oberen rechten Teil befindet:
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Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir nun jedes der vier (2% x 2¥)-Schachbretter
so mit L-formigen Steinen bedecken, dass ein beliebiges Feld frei bleibt. Insbesondere
kénnen wir also das gesamte Brett wie folgt bedecken:

7777777777777777747 7 77
707777777777 7777747 7 77
A ey
R s
R g
7777777777 7777777747 77
A g
1707777777777 7747 z
177077777777777777477777777 7772777
77777777777777777477 z 77
A ey
R
R s
R g
R s
R g
R = s
1777777777777777 77777277777 7777777
////////////////j 7777777777777777
1770770770777, 77

77
1707777777 A
7777777777 707

A s
R g
R ey
R ey
A ey
R
V7777777777777 777277727727727777777
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Indem wir nun das Loch in der Mitte mit einem weiteren L-féormigen Stein fiillen,
erhalten wir die gewiinschte Bedeckung des Schachbretts.

2.4.5 Die Anzahl der a’s in v € X* kann induktiv wie folgt definiert werden:
(1) [Ala =0,

lwl, +1, falls x = aq,

|wl, falls = # a.

Analog lésst sich die Anzahl der 0’s in u € ¥* induktiv definieren:
(1) |/\|b =0,

(2) |wz|, =

lw|p, + 1, falls z =0,

2 =
@) fwels =, falls = # b.

2.4.6 Induktionsanfang: Sei w = A. Dann gilt |u| = |\ =0=0+0= |\, + |\ =
|u|a + ]u|b

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges Wort w € ¥* gelte |w| = |w|q + |w]p.

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass |wzx| = |wz|, + |wz|, fiir jeden Buchstaben
x € X gilt. Sei also x € ¥ ein beliebiger Buchstabe. Wir unterscheiden die folgenden
Falle:

1. Fall: * = a. Dann ist |wz|, = |w|, + 1 und |wz|, = |w|p. Damit erhalten wir

lwx| = |w| +1
= |w|, + Jw|p + 1 (Ind-Vor.)
= |wl, + 1+ |wlp
= |wz|, + |wzls.
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2. Fall: x # a, d.h. x = b. Dann ist |wz|, = |w|, und |wz|, = |w|, + 1. Damit

erhalten wir

lwz| = |w| + 1
= |w|, + |w|p + 1

= |wzxl|, + |wz|p.

(Ind-Vor.)
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